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Ik wil niet uitwijden over het regt van bestaan van dit boekje: 
dit moge het trachten zich zelf te verzekeren, — slechts een paar 
aanwijzingen bij het gebruik. 

Vooreerst vindt men soms de uitdrukkingen vermeld, die de fran- 
schen plegen te gebruiken; dit is geschied ten dienste van hen, die 
werken van transche of hoogduitsche schrijvers willen raadplegen: ook 

deze laatsten toch plegen dezelfde uitdrukkingen te bezigen als dc 

■ 

eersten. 

Voorbeelden, oefeningen, — er is eenige moeite besteed, om een 
zeker aantal uitgezochte voorbeelden ter eigene oefening bij te voegen, — 
enkele verklaringen, zijn met kleinere letters gedrukt, omdat zij afge- 
zonderd van de hoofdtekst kunnen worden gehouden. 

Vervolgens zijn vele beschouwingen, die niet noodzaketijk behoefden 
opgenomen te zijn, door een sterretje aangegeven. Ook bovendien zal 
een onderwijzer, die minder diep wil indringen, of enkele punten 
minder ver wil volgen, zelf nog wel zulk een teeken weten te plaat- 
sen, waar hij zulks voor zijn doel noodig mogt achten. — Daardoor 
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kan het boek zoowel bij het hoog er als bij het middelbaar 
onderwijs worden gebruikt. Voor den eerstbeginnende kan het 
geen kwaad, te weten, dat er op de gronden nog meer volgt: 
voor den verdergevorderde schaadt het evenmin, de hoofdtrekken 
duidelijk te zien afgebakend. 

Wat betreft de volgorde, kan men de paragrafen der tweede en 
derde hoofdstukken ook tusschen die van het eerste hoofdstuk behan- 
delen, wanneer zulks tot het een of ander doel geraden schijnt. Zoo 
zoude men b. v. de paragrafen aldus kunnen doen volgen: 1 — 9, 13, 
14, 18—22, 15—17, 23—29, 10—12. 

Leiden, Januarij 1865. D. B. d. H. 
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INLEIDING. 



1. Het woord Functie wordt gebruikt, om uit te drukken, dat 
eene grootheid afhangt van eenige andere. 

B. v. y = ï/(a» +6»); y = l /[2r{r- I /(rt-|a*y]; y = v ^(a» + 

+ 6* +c*) ; y=— ia±i/(4a>— 6*); y = log. a b. Zoo zijn ook - J(l + a), 

a 

6', sin. a, .Bpty. o functien van a ; ^*{6 + c* «n. (eBgtg.f)} eene 
functie van a, 6, c , «, /. 

Worden eene of meer der grootheden, die bij eene functie 
voorkomen, als veranderlijke beschouwd, dan drukt de functie 
van eene of meer veranderlijke grootheden eene wet van be- 
staan uit. 

y = i/p{g r — p) geeft, voor p veranderlik, een cirkel (q middellijn); en 

voor q veranderlijk, eene parabool (p parameter). 

1 , x* y* 

y=ax+6; y=-(a— x)'; * = ax+6y + c; z = ——j. 

De veranderlijken worden door de laatste letters x 9 y 9 z t ... , 
de standvastig en (niet- veranderlijken) door de eerste a, 6, c, 
J, m, n,... voorgesteld; voor het functieteeken zelf wordt 
gebruikt /, F y q> , • . . 

y = /»i y) = o, ƒ(*)=» (x, y),...; 

2. Fanctien worden verdeeld in algebraïsche en tomwencfenfó, 
naarmate de daarbij onderstelde bewerkingen tot de algebraï- 
sche behooren of niet De eerste worden voorgesteld door de 

1 
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teekeos -\-x t — x, x«, :x 9 x' f de laatste door a' , 

£0$r.« s » # , . • • » Bg sin. x,... 

Zij worden verder verdeeld in eenvoudige en zamengestelde, 
naarmate daarbij ééne of meer der genoemde bewerkingen 
worden ondersteld. Tot de eenvoudige worden gerekend: 

x±y, xy, x:y, x* , y/x\ a' , Log. a x; Sin.x, Cos.x, Tang.x, 
Cot.x, Sec.x, Cosec. x; Bgsin.x, Bgcos.x, Bgtg.x, 
Bg cot. x , Bg sec. x , Bg cosec. x. 

De fanctien Cos.x tot Cosec. x, en Bg cos. x tot Bg cosec. x kunnen ook 
tot de zamengestelde worden gebragt. 

Hierby dient nog te worden opgemerkt, dat 
sin. 1 = sin. 57° 17' 44" 8 = 0.8414710 , tg. 0.785898 = tg. 45° = l ; 
en b. v. cos. 3 = cos. 171° 53' 14' 4 = —0.9899931 ; verder Bg sin. (— f) = 

#0 ty. (1) = *, Bg tg. (2 1/ 3) = — £ 
Verdet zgn b. v. zamengestelde fanctien (a + x)f, {a + Log.x){b — Sin.y). 

Tot de zamengestelde functien bebooren ook de functien van 
functien, waarbij de grootheid onder het functieteeken zelve 
eene functie is. 

B. v. (o -f Sin. x) b , &a + Bgcot.x f Log.(a—Bgtg.x) t Bg sin.(a — be*)> 
*■{ƒ(»)}. 

Eindelijk worden de functien verdeeld in ontwikkelde en inge- 
wikkelde (fonctions explicites en implicites), naarmate eene 
grootheid regtstreeks in andere grootheden gegeven is , of eerst 
door het oplossen eener vergelijking in deze grootheden kan 
worden bepaald. 

y =ƒ(*) stelt eene ontwikkelde , 9 {x, y) = 0 eene ingewikkelde functie voor. 

Onder omgekeerde functie (fonction inverse) verstaat men 
zulke, waarbij uit de betrekking van y tot x, die van x tot y 
is afgeleid. 

Zoo is x—y — a, z=y -.a, = \yy , =Log. M y, ^Bgsin.y, telkens de 
omgekeerde functie van 

y = i + o, =xX<t, = x" , =a* , = Sin. x. 

3. Afhankelijk veranderlijk is eene grootheid, die functie is van 
onafhankelijk veranderlijke grootheden. Grootheden, die niet 
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veranderen met de onafhankelijke, heeten standvastige (con- 
stante). 

Als x de onafhankelijk veranderlijke is, wordt in y =/*(*), y de afhan- 
kelijk veranderlijke ; — in z =f(x y y\\, of in <p [x t y, z) = 0 , is z de afhan- 
kelijk veranderlijke, wanneer x en y de onafhankelijk veranderlijken zijn. 

4. De 'Theorie der functien of Functierekening is nu eene algemee- 
ne methode voor het onderzoek van de afhankelijkheids-wet 
tusschen de afhankelijk en de onafhankelijk veranderlijken. 

Daartoe moet men de gezamenlijke en onderling afhanke- 
lijke verandering, aangroeijing (waaronder dan tevens afneming 
begrepen is) nagaan. Men moet vooreerst 

1°. zich een begrip vormen van de betrekking tusschen deze 
aangroeijingen op ieder oogenblik; 

2°. die betrekking in eene wet uitdrukken; 

3°. de uitwerking dier wet bepalen. 

Dit vraagstuk wordt opgelost door de Differentiaalrekening. 

Het omgekeerde, om uit eene gegevene betrekking tusschen 
de aangroeijingen der onafhankelijk en der afhankelijk veran- 
derlijken de betrekking tusschen die veranderlijken zelve op 
te sporen, is het doel der Integraalrekening, 

5. Grootheden zijn niet samenhangend (quantité discrete), zooals 
getal , of zamenhangend (quantitd continue) , zoo als lijn : deze 
laatste is in den vorm van regte lijn de geleidelijke overgang 
van — oo tot -f-co. Veranderen zulke zamenhangende groot- 
heden geleidelijk, dat is zonder sprongen, dan heeten zij 
doorloopende (fonction continue) : maar heeft daarbij soms een 
sprong plaats van de eene waarde tot eene andere, zoo heeten 
zij ondoorloapende (fonction discontinue). — Eene onafhan- 
kelijk veranderlijke, die van eene grens a tot eene andere b 
aangroeit, wordt daarbij zamenhangend en wel doorloopend 
ondersteld: of de afhankelijk veranderlijke dan ook doorloo- 
pend zal wezen, is niet vooruit te bepalen, en moet telkens 
afzonderlijk worden onderzocht 

6. Hierdoor ontstaat de mogelijkheid eener meetkundige voor- 
stelling, althans voor ten hoogste twee onafhankelijk veran- 
derlijken: en wel door middel van de Analytische Meet- 

1* 



Digitized by Google 



4 



kunde. Zoo kan y =/(s) de vergelijking eener kromme 
lijn, z-=zf(x>y) die van een gebogen oppervlak voorstellen. 

Deze beschouwing levert grootc voordeelen op. Voor de theorie der 
functien : het vergeleken met de uitkomsten der analytische meetkunde , 
en het vormen van heldere begrippen omtrent de beteekenis der formulen. 
Voor de analytische meetkunde: de geregelde toepassing der uitkomsten 
van de theorie der functien , waardoor het onderzoek van kromme lijnen 
enz. dadelijk op een hooger standpunt wordt verplaatst. 

7. De onafhankelijk veranderlijke wordt altijd doorloopend onder- 
steld: de afhankelijk veranderlijke kan zoowel doorloopend als 
ondoorloopend zijn. Dit hangt te zamen met het doorloopen 
van de kromme lijn (wanneer de ordinaten doorloopende waar- 
den verkrijgen) of met dat van het gebogen oppervlak (wan- 
neer ieder vertikaal vlak eene doorloopende doorsnede geeft). 

Het niet doorloopen kan verschillend zijn: 
1°. De functie y=zf(x) kan onbestaanbaar worden voor 
zekere waarden van x: 

B. v. y* = (x — 8){x— 5) voor 8 <x<5 ; y* = (x — 4)»(x— 3)(x — 5) 
voor 8<x<5, maar niet voor x = 4 (afgezonderd punt); yr=/(l— x) 
voor x> 1. 

2°. de functie kan plotseling van waarde veranderen: 

B. v. y = |jr(a-fo)+ (a— 6) Bgtg-^—, voor x = c, (y groeit tot bn, 

wordt dan an , en groeit verder van ait af) ; y = — — springt voor x = 1 

1 x 

van +» tot — co over. 

Laat men voor x—a—d en x = a+e hebben y=/(o— <f) en =/*(a+*) : 
als deze waarden gelijk worden , zoo is de functie doorloopende : verschillen 
die waarden, zoo is zij ondoorloopende. 

3°. de functie kan oneindig groot worden: 

B. v. y=(^- l ) voor x = 1 ; y = /(l— *)* voor x=l; y = tg*x 

2a+ 1 
voorx= — n. 

8. Dat de aangroeijingen der afhankelijk veranderlijken zeer ver- 
schillend kunnen zijn , blijkt uit de theorie der functien zoowel 
als uit de analytische meetkunde. 

Zoo zijn b.v.y = »i/x en y { =px* beide vergelijkingen eener parabool: 
wanneer nu x vermeerdert met Ax, zoo wordt de eerste y s =pvfx + Ax) 
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on de tweede yj=p(ï-f Ai) 1 : Het verschil is voor ieder, als men naar 

pAx /Aiv 1 
het binomiura ontwikkelt: y t — y = 0 (p — |f — J -f ...), y % — y x — 

—p.vAxQi — +... S j; geldende naarmate de parabool hare holle of hare 
bolle zyde naar de as der abscissen keert. 

De aangroeijing der afhankelijk veranderlijke — die ook bij 
eene afneming negatief kan zijn, — is gel ijk matig of onge- 
lijkmatig. De eerste kan dienen als maat voor de tweede. 
Even als de gelijkmatige kromming van den cirkel dient als maat voor 

de ongelükmatige kromming van andere kromme 1'rjnen (zie N°. 206). 

9. Het geval van gelijkmatige aangroeijing wordt voorgesteld door 
de vergelijking y=px.. t (1) waar de' afhankelijk veranderlijke 
met de onafhankelijk veranderlijke evenredig is. Als x aan- 
groeit met Aa' en y daarbij in y + &y overgaat, is ook 
y+Ay=:p(x+Ax) ... (2) ; dus na aftrekking van (1) : At/zspAa, 
dat is, tusschen de aangroeijingen bestaat steeds dezelfde ver- 
houding: de aangroeijing van y is dus gelijkmatig. 

Deze (1) is de vergelijking van eene regte lijn Li de gelijkmatige aan- 
groeijing der ordinaat y wordt aangegeven door p of y • x , dat is door de 
tangens van den hoek tusschen die regte lijn en de as der abscissen 0 X 
(bij regthoekig coördinaten-stelsel): dus is p = tang. {L,0X). 

10. De ongelijkmatige aangroeijing — in welk geval de functie in 
het algemeen door eene zekere kromme lijn kan worden voor- 
gesteld — wordt bepaald door de raaklijn, die de rigting van 
de kromme lijn , en daarmede de aangroeijing van de ordi- 
naat, in het raakpunt aangeeft Deze raaklijn wordt gedacht 
als een grenstoestand van de snijlijn voor het geval, dat er 
twee snijpunten te zamen vallen. 

Noem, voor het punt P, de hoeken, 
die de snijlijn PPj en de raaklijn P 2\ 
ieder met de as der abscissen vormen , a en 
t , zoodat \_(PP t , 0X)=o, L(PT 1% OX) 
= r is; noem verder het verschil der al- 
scissen voor beide punten Ö , dat is , als P Q , 
P j Q t de ordinaten y=f(x) zijn , Q Q j =5 , 




zoo is tang. n = ~W>.~ 



PJL _ PxQ,-< p <?_/(* + *)-/(*) 
PQ„~ QQ, * 
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Voor de grens 0 van ö gaat o over in t, en is dan 

tang. x=tang. Gr. a= Gr. tang. o = gr /^^W , [Gr, 9=0] , (I) 

o 

zoodat ook hier weder de aangroeijing door eene tangens wordt 
voorgesteld, maar nu van den veranderlijken hoek tus- 
schen de raaklijn en de as der abscissen. 

B. v. is /(x) = x>, zoo is (ang.x = Gr. = GrJfr x + ê) = 2 x. 

„ V(x-ftf) — r/x (x-\-ê) — x 

=Cr . ! ' 

l^(x -f cJ) + v/x 2 |/x 
ƒ (x) — \/{p* — x s ), (on^.T = Gr. * / " = 

(i + — (p- — x») — 2x— <r 

=s Gr. -r- ( '7 — ; — - — ; — , —. —z rr-r — Gr, 



11. De vergelijking (I) speelt eene groote rol in de theorie der 
functien, zij is de grondformule der differentiaalreke- 
ning. 

Die vergelijking geldt, als ê onafhankelijk tot nnl kan naderen. Is d 
a "' 

afhankelijk, b. v, =-, = i/a— 1 [Gr. w= oo] , dan heeft zij toch nul tot 

o» 

grens : evenzeer als ook in dat geval de hoek a den hoek t tot grens heeft. 
Dus geldt dan de vergelijking (1) evenzeer. 

12. De toepassing dier vergelijking vordert het gebruik van de 
theorie der grenswaarden uit de Algebraïsche Analysis. 
Men behoeft daartoe de volgende stellingen: 

1. Wanneer by twee doorloopende functien F[x,y, z, .. .} =/(x,y,*,. ..) 
is, en de veranderlijken x.,y,s,... tot grens hebben zoo 
is ook F(a,b,c,...)=f(a,b,c,...). 

2. Wanneer P>Q>R is, en tevens Gr.P-Gr.R, zoo is ook Gr.tf = 
= Gr.P=Gr.R. 

3. Gr.acf = 0,Gr.(arf+ÓJ=6, Gr.— \- =?-, [voor Gr.* = 0]. 

(I -p O O 

a 

Gr. - = O [voor Gr. t» = col. 
o» 

(l 4. cf)*— 1 

4. Gr. t =w[Gr.rf=OJ; [m geheel willekeurig]. 
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1 i » 

5. Gr.(l + rf)* = «[Gr.cr=0], Gr.(l+-) =e, [Gr. *>=«]; 
e = 2.7 1828 1828459.... 

6. Gr. -^-i=^-- = /o[Gr.«r = 0]. 

„ sin.md „ tang. mé 

7. Gr. — — = m, Cr. — ^ — = n» [Gr.rf = 0]. 

^ Bgsin.d _ Bgtang. ê „ 

8. Gr.-^-j— = 1, Gr.— = l[Gr.rf = 0]. 



HOOFDSTUK I. 

DIFFERENTIAALREKENING. 

§ 1. Grondbegrippen. — Differentiëren van de 

eenvoudige functien. 

13. Het quotiënt ^ , [Gr.d=0] voorgesteld door/' (*)..(!) 

u 

heet afgeleide functie (fonction dérivée), en kan, als zoodanig 
worden berekend (zie N°. 10). Wanneer men die 6 beschouwt 
als het verschil tusschen twee opvolgende waarden van 
noemt men haar Ax, differentie van x. Daarmede stemt dan 
een afhankelijke Ay, differentie van y, overeen en men heeft 

A y =/(.+A*)-/ W en ^fJS±M=m. . . (II) 

Deze verhouding heet het differentiequotient , de differentiever- 
houding. 

Wanneer Gr. Ax = 0 t zoo volgt Gr. Ayz=.0, dus naar (I) : 

Gr.^= ƒ (*); omdat Gr. = schrijve men 

A# A2 Gr. Ax 

Gr. ^zr^, dan is ^ = ƒ' (a?), (III) Hier heeten nu dy en 
ax dx * 

dn 

(lx de differentialen van y en # , — het differentiaalquotient, de 
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dijferentiaalverkouding : deze is dus in waarde gelijk aan de 
afgeleide functie. 

Tusschen het differentiequotient en het differentiaalquotient 

bestaat dus een zeker verschil, «, dat is ——4^='» 

A# dx 

zoodat, wanneer A r tot dx en Ay tot dy naderen, deze i tot 

nul nadert. Daaruit volgt; Ay=^^ -h*^ A a?= ( ƒ'(*)+ #) A a?= 

=/" (a?) Aa? + f Aa\ .. . (IV*) of, wanneer werkelijk Ay en Aa: 
tot de differentialen dy en da? overgaan, en dus « = 0 wordt: 

dy=f( X )dx (IV) 

Uit de vergelijking der beide formulen (III) en (IV) blijkt 

nu, dat in de eerste ~ werkelijk als eene breuk beschouwd 

d x 

mag worden, en men met den noemer dy raag vermenigvuldigen 
en deelen: hierin bestaat een groot voordeel dezer schrijfwijze. 

De verg. (IV") leert, dat hoe digter de beide snijpunten van de snijlijn 
tot elkander naderen , boe meer de snijlijn zelve tot de raaklijn nadert. 
14. In N°. 10 bleek de beteekenis van ƒ' (x) , als tangens van 
den hoek tusschen de raaklijn en de as der abscissen, indien 
y~f(x) de ordinaat voorstelt. Neemt men nu voor y—f[x) 

don inhoud een er kromme 
voor de abscis OQzux, dan zal, 
wanneer Q en Q . behooren tot de 
ordinaten PQ en P l Q, van twee 
punten P en P, der kromme, voor 
Ax=iQQ l zijn Ay = QQ l P l P 

en dus tozJULgd*. Stel, dat 
Aa? QQ } 

voor eene tusschenliggende abscis OQ., % de daartoe behoorende 
ordinaat Q 2 P 2 zulk eene waarde hebbe, dat juist QQ l X P 2 Q 2 = 
=z'Q Q , P, P zij , — later , N°. 33 , zalmen bewijzen , dat dit al- 
tijd mogelijk is — zoo wordt Ay = ^^^l-^==P 2 Q a . 

Gaat men nu tot de grens over, zoo wordt — ? = ƒ' (#), juist 

d x 

die laatste ordinaat PQ (omdat Gr.PQ=:Gr.P i Q, = (?r.P 2 QJ. 
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♦15. Stelt nog y=/(x) den] inhoud van een oppervlak voor, behoorendo tot 
de abscis 0 Q — x , zoo zal met de abscis 0Q X =ï-(-Aï een inhoud y -f A y 

overeenstemmen. Het verschil daartusschen , 
A y , een segment van dat oppervlak , zal gelijk 
moeten z|]n aan bet nescissen -verschil Ai, ver- 
menigvuldigd met eenc tnsxcbenllggende dccruuc* 
de: deze laatste is dus hier de uitdrukking voor 

Ay dy 
-—■ : voor de grens wordt hier -y-=/' (x) , de 

laatste doorsnede van het oppervlak , bchooreudc 
bij de abscis x. 

16. Bij het bepalen van de waarde der differentialen van functien, 
zal men eerst die der eenvoudige functien behooren te 
zoeken: daarbij zal men de stellingen van N°. 12 moeten 
gebruiken. 

Behalve de schrijfwijze gebruikt men ook wel 

CL X & X 

JD,y of Dy, D x f{x) of Df(x), wanneer zulks gemakkelijker 
is: zelden y of ƒ' (x). 
1°. y=C, eene standvastige. Dan is A*/z=6'~ C—Ö en dus 

— = 0; en ook Da = 0. 
Ax 

_ . At" (x+A*) m — x m 

Dan is = - — 

A x Ax 



2°. y = x"' t eene magt. 



Aar 



; dus de grens D. x" =mx m ~ '. 



x 

. Aa* a*- A * — a' 

ó°. U — a . Dan is — = — 

J Ax Ax 



a A * — 1 

a' dus de 

A x 



grens Da' — a 1 



1 



Log,» e 



•=za' la \ en hierbij als bijzonder 



geval De*-=ie*. 

i\y = Log..*. P«b k ^g^-^g-. (»+*») *- 
» • Ax Ax 



A x 
x 



; dus de grens D Log. „ x = - £0/7. # 0 z= 

x 
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M 1 

= — , als M = — de modulus voor het grondtal is. Als 

bijzonder geval Dlxz=.\. 

ro A sin. x sin. (x+A*)^ sin.x 

5°. y=*m. x. Dan is = i— 1 — 

J Ax Am 

de grens i? *tn. x = co*, ar . 1 = co*, x. 

Co n . A co*, a? co*, (x + A <p) - co*. « 

6°. y = co*, ar. Dan is = — ■ = 

Aj? Aar 

dus de grens D cos. x — — sin. x . 1 = — sin. ar. 

no t\ - Aty.ar tg.tx + Ax) — tg.x 

7°. y=tang. x. Dan is — - — = -2_i 2 — = 

Af A x 

sin. (jf+Ax). co*, x — sin. x. cos. (x Aa?) 1 tin. Ax 

fc co*. (ar A x) . co*. x.Ax " co*. (ar 4- A xj.co*. x Ax 1 

dus de grens 7> tano. x = 1 1 = — . 

C08.X.C08.X COS.X 

QO • A co*. ar co*. (i+Aj?)- co*, x 
o . y=cot.x. Dan is =r = 

Aar Aa? 

co*. (ar+A a-).*in.ar — co*. ar. sin. (a?-|-A a-) — 1 sin.Ax 

sin. (x-\-Ax) . sin .x.Ax ~ sin. (x+Ax) .sin.x Ax ' 

dus de grens Z> co*, a* = ^ 1 = — ^- . 

*tn. ar. *tn. a; sin. x 

no . Asec. x sec.(x+Ax) —sec.x 
9°. // = sec. x. Dan is — = 

Aa? Aa* 

cos.x — cos. (ar-i-Aa*) sin. (x -+- \ A x) sin.\^x 

co*. (aH-Aa;) .cos.x. Ax cos. (x+Ax). cos.x \Ax 

, , sin.x , *in.# 
dus de grens 1) sec. x — l = — — . 

COS.X. COS.X C08.*X 

- » Q _ . A co*ic. ar co*£c. (ar 4- A a*) — co*cc. a? 

10°. w = cosec. x. Dan is = — = 

Aar Aar 

sin.x — sin. (x -f- A ar) — cos.(x + ^Ax) sin\Ax 

~ sin. (ar-H Aar) . sin. x.Ax sin. (x + A ar) . sin. x \ A x 1 

, , ^ — cos.x , — co*.ar 

dus de grens co*cc. ar = : 1 = - — - — . 

sin.x. sin. x sin. 1 x 
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11°. y=zBgsin.x t dus 4?=«w.y, x-\- Aaf=«n. (y+Ay). Dan 

is ±*5*£ = _ *_ü___ = 1 : ; dus de 
Ax sm. (y + Ay) — «n. y Ay 

, , datn.y 11 1 

grens sin. xz=l : — = =-771 — .-- r = — r , jr» 

& dy co8.y sin. l y) i/(l— 

12\ y= Bgsin. x \ dus x = cos.y. Dan is == 

A x 

— =1:—^^; dusdegrensZ?2?yco*.:r= 



cos. (y-f- Ay) — cos.y A y 
j d cos.y 1 1 — 1 



dy --««.y — -^(l-c M . s y)"v/(l-^)- 

13°. y=zBg tg. x; dus ar = ty. y. Dus is ^^?J^_f — 

A *r 



= 1 : = 1 ; — L_ = cos.*y = - — - 1 — — r= -- } 

dy coa.'y 1+ty. y 1-har 1 

14°. y = ito co*. # ; das x = co*, y. Dan is ^J^9_ c ^'_^ — 

As 



A y j A cot. y 

co*.(y-f-Ay)— cot.y ' Ay 



=1 : -; dus de grens D JtSgcot.x — 



j dcot. y ^ —1 —1 — 1 

dy ~~ ' sin. 1 y" 1 + cot. 1 y 1-t-ar*' 

15°. y=.Bg sec.x\ dus x = sec.y. Dan is - 



A 



A y 1 A «CC. y , j jr\ o 

=r T . =1 : -; dus de grens D Bg sec. xz=. 

sec.(y+Ay)—sec.y Ay 



. dsec. y co*. 5 y 1 

1 . j — ; — 77 



c?y sin.y «cc.y. i/^cc.'y— 1) 1)' 

• co d j t. • ABgcosec.x 
lo°. y z= Bg cosec. x; dus x -=z cosec. y. Dan is ? = 



A .r 



Ay , Aco8ec.y , , TW1 

-- ^-r z= 1 : ; dus de grens J)Bg cosec.x=z 

cosec. (y + A y) —cosec. y Ay 

^dcosec.y ^ — cos.y — 1 — 1 

dy ' sin. 1 y cosec.y. ^/(cosec.* y— 1) * ~x\/{x x — • ])' 
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§ 2. Differentiëren van zamengeste 1de functien. 

17. Som en verschil. 

Y=py+ qy x . Dan is « 

Aj = ±py+Ag y x = {p(y+& y) -t- g(y , -My , ) ) -(py + gy , ) 

A$ Aar Aa? 

Ay Ay, . , d(py + qy .) dy dy.' 

= p— ? + o dus de grens v ^ y , -— = o J- </-f-' ; 
Aa? * Aa: aar aar 

met de bijzondere gevallen l «LpA = d / + d «< ; toi = 

dx dx dx dx 

dy dy, day dy 

-dx~dx~' -d7- a Tx 

Verder evenzoo l^^i^i^l±^l=p^ + p,^ + 

da: r dx r dx 



onder de voorwaarde, dat het aantal der termen niet oneindig 
groot worde, omdat alsdan in (IV) de som der t niet meer 
noodzakelijk aan nul gelijk behoeft te zijn. 

1 — x* + 1 * 

18, Zoo is voor y = — - = 1 + x + x* H \-x'-=z2x' y 

1 — x 0 

dy * " .. 

— =^w«' = 2r , no: ,, ~ '(voor n=0 verdwijnt hier de term 
do? o i v J 

i 

onder het teeken £). 

Is f(x) = ƒ, (a:) -+. C, waar C standvastig, zoo is (naar N°. 16. 1) : 

* ft 
dx dx 

D Bg cos. x = D [ ^ n — Bg sin. x) — — DBg sin. x , D Bg cot. x = — DBgtg.x , 
DBgcostc.x — — DBgsec.x bevestigen de formulen 12, 14*, 16 van N°. 16. 

19. Produkt. 
7=yy,. Dan is 

A y = (y-f- A y) (y, -f-Ay J-yy.^yAy . + y, Ay+A y Ay t = 
Aar Aar A.r 

Ay. Ay Ay Ay. , , di/y, 

= s d l± + y,'h + 0 en hieruit to = ^ + ^L, 0 f 

' dx dx^ yy x y, y 



Digitized by Google 



13 

2>«.=W. (^+^\ Nu is ook ^^l = to + 

y * ^ y y, ' yyiyx yy* 

en in het algemeen : Dyy ,y . . =y y ,y s . . .(— H-^^-b^H-...) 
(mits het aantal factoren eindig zij). 

Deze laatste methode wordt genaamd die van het logarithmisch differen- 
tiëren (omdat men de laatste vergelijking ook dus kan schrijven: Z?/(yyi ..)= 
— Dly + Dly\ -f- identiek volgens de bepaling van een logarithmus) ; 
van deze methode wordt dikwerf tot groot gemak der berekeningen ge- 
bruik gemaakt. 

20. Zoo is voor y=x f x', ^z^ f .qx t - t +x'.px f - i =z(p+q)x' + '~ l ; 

voor y = e"e 1 ', ^? = e' * . pe fM + e f ' . qe" = 

= (p+q)e Cf+1 )# ; deze uitkomsten, die ook door logarith- 
misch differentiëren gevonden worden, voldoen beiden aan de 
vroegere 2 en 3 van N°. 16. 

Zoo geven D sin. 2 x = D S stn. x. cos. x, D sin, x =z D tg. x . cos. x, Dcos.x — 
Dcot. x. sin. x t Dtg. x — Dsin. x. sec.x, D. cot. x =.D cos. x. cosec. x , D sec. x = 
= Dtg. x. Cosec. x t D cosec. x — D cot. x. sec. x uitkomsten , die het onderlinge 
verband der formulen 5 tot 10 van N°. 16 aantoonen. 

21. Quotiënt. 

a y -± yj±J±i±_yj 

Y = ll. Dan is — = -JL = * + A * y — y A yi - yi Ay _ 
y Ax Ax Ax y(y-t-Ay)Ax 

* dx y *dx * dx ' l dx . ... , 

— ; met het bijzonder geval 



y-y f 



d? 



y •— * dy 
dx' y l dx' 

y i 

Men konde deze uitkomst ook dus afgeleid hebben. Uit Y volgt 

dy dy 

y x =y Y, dus -£=y^ + Y ^ ; WE»ruit ^ op te lossen is. 
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(D y , D y\ 
£ 1 0 f ook 

D\j x =y,^-y H — — J; waaruit telkens door oplossing DY volgt. 

22. Zoo is voor y = -, = ^ ^ 1 = (p-q)* f 1 1 

e fx dy 

en voor y = — , = (p — e ( ' " f ) * , overeenkomstig de 

£> Cl JC 

uitkomsten 2 en 3 van No. 16, 



sin. x _ cos. x 



Verder geven Dtg.xz=. D , Dtot.x — D—r— = D — , D $ec. x = 

cos. x sin. x tg.x 

1 1 

— D , l) cosec. x =zD — — uitkomsten, waardoor de formulcn 7 tot 10 

cos.x sin.x ' T 

in N°. 16 uit 5 en 6 worden afgeleid. 

23. Naar het voorgaande besluit men tot de algemeene formulen: 
D [ƒ (*) ±» (*)] = Df(x)±D<p(x) ; D [C±f(x)] =±D/(x); 
D [ƒ(*).? (*)] =f(x)D q >(x)+q>(x)Df(x) ; D[Afx)] = AD/(x) ; 

D [ f (*) : 9 (*)] = [9 W !>ƒ(*) - /(*) D <P (*)] : [9 (*)]' ; 
D[A:f(x)]=-ADf{x):[f{x)y. 

24. Functien van functien. 

Zij 2 = F (y) en y = ƒ (a;) f waar o? de onafhankelijk veran- 
derlijke is , y en 2 beide afhankelijk veranderlijken zijn ; zoo is 

|i = ^±MZL^ en A,=/(, + A .,-/ Wi dus 

±* = F(y+±y)-F(y) f (*+**)-/{*) = ** ±y du8 

Ai Ay Aa; Ay Ai' 

, dz dF(y) df(x) dz dy 

voor de grens: — = — ~ - = ~r -r 2 -» en even zoo 
0 dx dy dx dy dx 

voor meer zamengestelde functien. 

1 dy 1 du 1 dv dy y du y dv 

Zoo geeft /»=/u±/ü, - — = - — .dns-j— ==--^±--7-: 

0 J jldi' u dx v dx dx udx vdx 

dat is, daar bier y = ttXoofy = w:t>is, de regels voor het differentiëren 

van produkt en quotiënt, in N*. 19 en 21. 

dy ay du dy m du 

Evenzoo ly = alu , ^ = — ^, of daar y=u' is, ^ = <**'-» 35 

df(px) d/l«) 

(zie N°. 16, 20). Nog, als ps-y is, — J^-=p hiermede geven 

N°. 16 fbrm. 3 tot 16 algemeener uitkomsten: Da* m =paf* la, enz. 

25. Hieruit volgt : D [f (*)] - = ro [/(*)]-' Bf (x) ; = 
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= laBfix); Dl [ƒ(*)] = —jfY' ( waarait D f( x ) = 

J \ X ) 

=ƒ(#). Dl[f(x)]> het beginsel van logarithmisch differen- 
tiëren) ; D sin, [ƒ (x)] = cos. [ƒ(#)] 2? ƒ (#) ; D Bgsin. [f(x)] = 

= Df(x) : { [ƒ(*)] 1 ) } ; # 9 W ' c ' > = » W n * 5 ^ WW 
Is in N°. 24 2=0;, dat is x=iF(y) t y=f(x), zoo wordt 
d 11 

— = P (y) = — = — — , waardoor de differentiaal der ora- 

<*y <ty ƒ'(*) 

dz 

gekeerde functie wordt gevonden. 

Zoo kunnen de forraulen N°. 11 tot 16 van N*. 16 uit de voorafgaande 
3 en 5 tot 12 worden gevonden; b. v. y=Bgsin.x geeft x = sróy, dus 

dBgsin.x^ 1 l 1 

dx ~~ d sin, y cos, y ~ p^(l--g«)' 

*26. Laat in u=/j(y,'z), y en z beide functien van .r zijn, zoodat zij beide af- 
hankelijk veranderlijken zijn , zoo is identiek : 

A/(y ,z) _ /(y-H A,y , z+ Az)—/ly, z ) _ /(y + Ay , z+ Az)— /•(»/+ Ay, z) Az 
A« Af Az 

/ly + Ay>z )-/(y,z) Ay _ A ƒ |y + Ay.z) A_z A/(y,z) Ay 

+ Ay A* ~ Az Ax + Ay A* ; 0n 

dus voor de grens: = — ^- rf - + -j-- ^,..(1) 

waarbij in slecbts y als veranderlijk is ondersteld, in ^ 

slechts z. Of, laat in u eerst y veranderen, en noem dan /(y + Ay,z) = 
= u -f- A , u ; naar dezelfde schrijfwijze is ook , als nu z verandert , 
/(y + Ay,z + Az) = tt + A,u + A,« + A,A y u; maar /(y + Ay, 

— + du. A.-^'Af + ^.+^'A^.. 

en du. ook 4= = ^ £ + ^ £ + v-Ai 
Aar Ay A* Az Az AyAz Aar 

Gaat men nu tot de grens over, waarbij de differentie-quotiënten diffe- 
rentiaal-quotiënten worden, zoo verdwijnt de laatste som, wegens den 
factor Gr. Az = dz = 0, en men komt tot (1) terug. 

d/(y t z) d y u 

Zulke differentiaal-quotiënten —j^ — of — waarbij alleen y als veran- 
derlik , maar z als onveranderlijk wordt beschouwd , heeten gedeeltelijke 
en worden dus geschreven — : zie daarover later in § 4. 
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27. Differentialen van zamen gestelde functien. 

Voor D(p+qx r )' stelle men x' =y,/>-H^y = 2, *':=«, 

Even zoo vindt men D(p-\-qx)' ^zaq(p-\-qx)"^ ; D-^—z= 



— 0 



p + V ^ 3 pH-^x 1 ' ja; j^-^a; 1 

w ku- l/(jP+fV) ✓(p-h*)-|/(p--««) 

__ -J> . pi *rx-q*+ y/(4p r+q*) _ y(±p r+q*) . 

Pl/(P* — 0* *") ' 2rx—q*— y/^pr+q*) p+qx—rx % 9 
q V (p*-x*)+xx/{p*-q*) _ ïqV(j> l -q*) . 

qV{p % -*)-*Vb % -q % ) ~~ (f , -* 1 )l/(p , -**) , 

l/x xi/ (*+jp) + 

^ - (r - X ) i/(x-p) (x-q) ' 



jy s-in. ( a + x) _ si n. 2 a ^ ^1+sin.x 1 # 

sin. (<* — a?) sin. 5 (a— 1—mn.x 1— sin.x' 



p^+q^x* 1 * p y/frt—qixiy 
DBgtg.-^- =- — — L_ — ; Z) Bg óosf— = ; 

DBgtg. P -±? = -P-; DBgtg.V P —= - i 

£ S<7 w («—?)(«-/>) _ i/fr~ p) fr-g) . 

(*-!>)(*-*) " *(*-*Mi-|>) (*-*)' 
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= -ptang.px; Dltang.px=-±?-; DlcoUpx^-^^; 

\4 / co8.2x p+qtg.x q l «n. 1 ff— p 1 cosSx' 

DB^.^=_ 1 ^i 1 -—i D lig tg. WÖ2} = 
p ^«n.ff-f-p 1 co8?x * " l* p+r) 

= ^(P+l)AP±±., J>Bg t g.(tg.&^ï=gi*^£>; 
p+qsm* x+rcos.'x' "V r p+qJ 2(p+qco>.x) 

DBgco..ï^-*+l = *1£=£1, [p>q]; 
p+qeos.x p + qcos.x lr 1J 

p + qccu.x p + qco8.x 

28. Ook meer zamengestelde vormen geven soms eenvoudige uit- 
komsten: 2) =o>e D[x f+l {(p+l)lx—l}] = 

[(**> + ) V ip' -*') + P ' l {x+ V (** -p>))]=2pV x -±?; 

X — p 

D [cos. px-\-px 8uup x] =p s x eo8,p x ; D [sinpx — p x cos.p x] = 
=p % xain.px\ D p) |/(2pff — x l ) +p*Bgco8.£^"^ = 



= 2y/(2p ff-* 1 ) ; Z> [fa-p) Bg sin. ^ c LI^y/ (x-p) (q-p)] = 
2) f 9 +pco8a-Hnn.x.y/(q*--p 1 ) == \/(q l -p i ) f , 

_ r-2 sin. <r sm. ff ,.1-r-wn. ff-i 4 «in. 1 ff 

j r 4/; : — = s — ; 

{-cos. x cos. x * 1—sin.xJ cos. x 

n Ti 7 p + ff 1 d X V ^ ~| 

^ [_> V -^ff + ^1*9 tg ' 2^~x J -j^ff' 5 

^ { ff-h |/ (ff 1 -p 1 ) } Bg tg. = 

— ' * y {p*-Zx*)p p*+x* 

29. Oefeningen. Differentieer de fnnctien: 

ix*,pxl t fl, -p.f-i, I, * ~^V*> V*)*'*^*** 
p x ff" * • 

2 
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l/J?,, £7ï' ^x' ïfr**' ^ * ' xT^s* ïp~x' 

..)>]. ï^^^^y 

(p + *')* r , (p + ^H*-**), (p+**Mp-**). (i+p*)(i+f*Ni+"). 

(P + *) (* + *) (' + *). («*+**) (* + *) (7-'), 

(*— 7*77+ ÏT7T +••) < l ~~7ï7ï + TT7T — ïï7T + *" ,) 

l 1 1 x x p+x p r — x" 

(J^l)*/- 1-f-px' T— px' 1 + px' 1— pi* p— * ' p'+x'* 
jj +flx — rx* 1 1 

p — q x+rx* 1 + x-f- x* -f 1 — x -f x* — x*+...* 

(p~**)«, (p + ?*)*> (P-Ï*»)S + (P + *»')'. 2g(p + gx)» ' 

ÏF+W' (p-Ut ' ^ (p ^ q ' h ffe-*»*)- 
iTfpTïx]' F5^* I JJ P ^' 

Vip + qx + r**)* *™ * U + l /(p+x)+ l /(7+^' 
1+* * (1-y^x)» 

3f, a* , e» , eK», ** , • » r » 



s 1 }S{p + q*)-l/p' IS* 

X 1 X X 

^vu-*»)* ^* ea i^{i-**)' ^^^(i— 1 )' ^•i+ix(i+* | r 



>) In de anafytucfc /oaiÜ«f ;f" = p (p + r) (p + 2r) . . . (p + ( ? — I)r) stelt p den 
eersten factor, r bet verschil tuaschen de opvolgende factoren, q hun aantal voor: zoo 
jg !*• > = 1.2.8.4, 2*1* =2.6. 10, enz. 
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LBgsin.s, .-W, lïH+f^), l( e —f^). 

l/(x + J; i)_/{ x+lX (l +a .)} , sm.icoi.ps), cos.isin.ps), «n. (««.»*), 

cos.icos.ps), e""**» B^P** /"'•Pcos.itsin.p), e**»'? «n. { ssin.p) t 

/ , Bgtg —h i Bgcos.l—£- ^ , 

/>co«.*+? (1— p*) — (1— **) 

oa — gr p — q P ~\~ Q 

ri _ s i l\p + qcos.s) — ^Zs~lcos.is+ j^lsm.\s. 

§ 3. Zamenhang tusschen eene functie en 
haar differentiaal-quotiënt. 

30. Volgens N*. 13 is /( a + Aa? )-/W = /'M +l , 

Aas 

waarin e met Ax tot nul convergeert. Deze t kan dus altijd 
worden teruggebragt tot eene waarde kleiner dan ƒ'(#); (be- 
halve in het geval dat f'(x)=0 is; maar dan is f(x) stand- 
vastig, en dit geval behoeft men dus niet na te gaan). Het teeken 
van het tweede lid hangt dus af van dat van ƒ ' (x) , dat is : 
ƒ (;c) groeit aan, als f'(x) positiefis; zij neemt af, als ƒ '(x) 
negatief is. 

B. v. sf groeit aan voor p>0, neemt af voorp<0; sin. s groeit aan 
yoor (2 a — j.)jr <x <(2<* + |)fr, neemt af voor (2 a + J)?r <xp< (2a+ w; 
voor dezelfde grenzen neemt costc.s af en groeit zg aan; co*.* groeit aan 
voor (2a — 1) nr <«<2a7r, neemt af voor %ait <*<(2a-f ljnr, terwyl 
weder het omgekeerde plaats heeft voor secs; tcmg.s is altijd eene aan- 
groeijende en cot.s altijd eene afnemende functie. 

LsUus is dalende voor 0<<r<?, van l tot --, i(l + *)— r is dalende 

* 2 5T 

voor *>0 en wordt dan <0; f(l + x) — jp + Jx 5 is aangroeijende voor 
*>0 en biyft dan >0. 

31. Indien zoowel ƒ (x) als ƒ' (3) doorloopend zijn tusschen de 
grenzen a en b van x, en de grootste der waarden van f (x) 
is Ér, de kleinste K f zoo is steeds 

ftö-Q<0 9 f'(x)-K>0. 

De eerste leden dezer ongelijkheden kunnen worden beschouwd 

als de differentiaal-quotiënten der beide functien 

X=f{m)-f[a)-(*-a)Q en 7=/(*)-/(a)-(«-a)£ 

Volgens N°. 30 is dan Y eene aangroeijende, X eene afhe- 
lp 
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mende functie: die aangroeijing en afneming beginnen 
a? = a, omdat alsdan X=0= Y wordt. Derhalve is ook 
/(6)_/(a)-(6_a)ö<0 en f(b)-f{a)-{b-a) K>0.. . (1) 

In de functie — f(a) — (b— a) f'(x) 

verandere no x van a tot. 6, dan wordt ƒ'(#) ergens aan G, 
ergens anders aan K gehjk; de functie Z wordt daarbij nega- 
tief en positief. Dus moet zij voor eene tusschenliggende 
waarde, stel bij i=za?,, door nul gaan; alsdan is 
ƒ(»)-/ «-(*-")/(*.)=0 of ƒ(&)-ƒ («) =(6-o) ƒ'(*,). 
Nu is a<aJj <6 en hiervoor kan men schrijven a?, =a-|-0(ó — u) » 
waar O<0<1; en dus wordt dan 

ƒ (S) _/(«) = (*_)ƒ'{«+« (&_«)}; (2) 

of ook, als men a-|-A voor b> en a; voor a stelt, 

ƒ(*+*)=ƒ(*)+*ƒ{* + '*} (3) 

waarbij altijd O<0<1 te onderstellen is. 

Deze leert de reeds bekende waarheid, dat eene functie, waarvan het diffe- 
rentiaal-quotiënt nul is, eene 6tandvastige is. 

32. Men kan dit ook aldus aantoonen. Stel b — a =n d , dan is identiek 

Een dezer differentie-quotiënten is zeker het grootste G, , een 
ander K { zeker het kleinste; daaruit volgt noodzakehjk 

Gl> /j>L F m > K,, 

o — a 

waarbij men eerst alle n differentie-quotiënten gelijk G t , daar- 
na gelijk K it stelde. Laat nu 9 tot de grens 0 naderen (zoo- 
dat te gelijk het aantal n der breuken oneindig groot wordt) , 
zoo gaan de differentie-quotiënten over in differentiaal-quo- 
tiënten, terwijl de G x en K x overgaan in de grootste en 
kleinste differentiaal-quotiënten van N°. 31: men komt alzoo 
terug tot de vergelijking (1) aldaar, nu in den vorm 

6> m=m >K . 

o — a 

33. Ook door meetkundige beschouwingen kan deze stelling wor- 
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den afgeleid. Wanneer vooreerst y—f(x) de ordinaat van 
eene kromme lijn aanduidt, zal, naar N°. 10, voor twee 
waarden a en a-+-A van x, de tangens van den hoek a, dien 
de overeenkomstige snijlijn met de as der abscissen maakt, 
worden voorgesteld door h tang. a =r ƒ (a -{- h) — ƒ (a) . Trekt men 

nu aan een tasschenliggend punt der krom- 
me, waarvoor a<#<a + A dus a;z=a-r- 
ó h , (0 < 0 < 1 ) is , eene raaklijn , die 
met de as der abscissen een hoek t vormt, 
zoo is tang. r = ƒ ' (a + óh). Voor ö=t 
is dus f(a + h)-f(d) = hf'(a + 6h), 
de vergelijking (3) van N°. 31: deze geeft 
dus aan, dat er in eene kromme tus- 
schen de snijpunten, gevormd door eenige snijlijn, een punt 
bestaat, waarvoor de raaklijn aan die snijlijn evenwijdig is. 
34. Wanneer, even als in N°. 14, y=f{x) den inhoud eener 
kromme lijn voorstelt, dan is /(a + A)-/(a) het gedeelte van 

dien inhoud, begrepen tusschen de 
ordinaten , die behooren bij x = a 
en bij z = a-+-A. Maar alsdan be- 
teekent f'(a + êh) eene ordinaat, 
behoorende bij eene tusschenliggen- 
de abscis a<z<a-f-A, dat is bij 
x=a+êh, (O<0<1): de verge- 
' king (3) N°. 31 beteekent dus, dat 
er zulk eene ordinaat bestaat, waarvoor de regthoek tusschen 
die ordinaat en het verschil h der abscissen gelijk is aan het 
voornoemde deel van den inhoud. 

*Evcn zoo kan naar N°. 15 y=/(*) den in- 
houd van een gebogen oppervlak voorstellen. Als- 
dan beteekent de stelling , dat er eene tusschen- 
liggende doorsnede voor de abscis * = a-f |A te 
vinden is, zoo dat bet parallelopipedum , met die 
doorsnede en het verschil h der abscissen gecon- 
strueerd, gelijk zij aan bet gedeelte van het op- 
pervlak , dat begrensd wordt door de doorsneden , die 
met de abscissen x = acnx=za + h overeenkomen. 
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35. Laat nu, om een quotiënt van twee functien te kannen na- 
gaan, ƒ (s), /'(a), <p(ar), (x) alle eindig en doorloopend zijn 
voor alle waarden van x, tusschen a en b gelegen; bovendien 
blijve 9' (x) altijd positief, zonder ooit nul te worden. De 
breuk f (x) : qr 4 (x) zal nu verschillende waarden verkrijgen ; 
noem G de grootste en K de kleinste; dan is steeds 

of ook ƒ' (x) -Gtf (x) <0, ƒ' (*) - Ktf (x) > 0. 

Men kan deze beschouwen als de differentiaalverhoudingen 
der twee functien 

Jfc^)-/(a)-G {»(»)-»(•)} , Y=f(x)-f(a)-K{<,( x )-rt a )}. 

Naar N°. 30 is dan weder X eene afnemende, Y eene aan- 
groeiende functie, beiden van de waarde x — a af, waarvoor 
ook X=0z=Y wordt. Derhalve is 

/(*)-/(«)-G{«p(6)-<J>(a)}<0en/(6)-/(a)-i:{ ? (6)-9(a)}>0 > 

„f e>m=m>K. 

9(0) - 9 (a) 

Wanneer nu in de functie Zz=r£& — — "^-rr— r » x van a 

9 (b) — q>(a) 9 (x) 

tot 6 verandert, dan zal Z, voor de waarde G van f > nega- 

9 (*) 

tief zijn , en positief voor de waarde K van : derhalve 

tf(x) 

moet Z door nul gaan voor eene waarde van tusschen a en 
b gelegen, stel voor xz=a+6 a) , [0<Ö<1]; dan is 

9(0) — <p(a) <tf { a -M(o— a)} L ^ ^ J w 
(Deze konde voor verschillende 6 in teller en noemer reeds 
uit N°. 31 zijn afgeleid.) 

Stel nu g>(s) = o> — (&-#)>, dan is q> (x)z=p(b—*y- 1 , 
voldoende aan de gestelde voorwaarden. 

Daar 9(6)=^ , 9(0) =&'-(*-*)>, q/ (&-«)} = 
=jp (l-fll'- 1 is, geeft (1) 
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of =5 ^n£ï/' <*-«.(»-«)>. P><»,<1); (3) 

waar 0j = 1 — ê gesteld is. Voor pz=i 1 komt er formule (2) 
van N°. 31 terug. 
36. Het voorgaande geldt niet bij de volgende, dan ook reeds 
verworpen, gevallen: 

1°. als f(x) onbestaanbaar wordt, b. v. y* = (a:—3) (x— 5). 
2°. als ƒ (x) ondoorloopend wordt , al blijft /'(a?) doorloopend, b. v. 

3°. als f'(x) ondoorloopend wordt, al blijft f(x) doorloopend, 

b. v. y* = (x— p)\ 
4°. als ƒ (x) en f (x) beide ondoorloopend worden, b.v»yz=l(x—r). 

* 

§ 4. Differentiëren van functien met meer dan 

éëne veranderlijke. 



37. Zij U=f(x t y), en x en y beide onaf hankelijk veranderlijken , 
zoo is identiek Af ( x ,y) z=f(x + A x, y-J-Ay) — /(ar, y) = 
— /(g+A^y+Ay)-/(*-f-Ag , y) y)-f(x,y) ( . 

~ Ay ^ Aar " V ' 

= _jLL-T L£ZAy+-^-— Aa?, en dus tot de grens over- 

Ay A,i' ° 

gaande *ƒ(.,,, z^d^ + iEj^. (1) 

waarbij nu in y als veranderlijk en a? als niet veran- 

dy 

derlijk is ondersteld; het omgekeerde in 

Men kan dit nog anders bewijzen naar form. (2) van N°. 31 ; 
daardoor wordt de eerste teller in het tweede lid van vergel. 
(a) Ayf y (x -f- Aar, y-f-ö Ay) , en evenzoo de tweede teller 
Axf,(x-\-ê'Ax,y); waarbij dan het teeken ƒ',• ƒ*,» aanduidt 
dat het differentiëren alleen naar y of naar x heeft plaats ge- 
had. Dus wordt (a), Af(x t y)z=f y {x + Ax, y+ÖAy)Ay-f. 
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4-/,(a?+ö'Aa?,y) Aa?; en voor de grens is weder d/(*,y) = 
f,{**y)dy+f'.{**y)d*> dezelfde als (1). 

Daarbij zijn toch <*ƒ.(*.*). ^Ü^JÖ tf ƒ',(., y) 

gedeeltelijke differentialen (différentielles partielles) , (zoo als men 
er reeds in N°. 26 ontmoette) , omdat men slechts de gedeeltelijke 
verandering der functie bedoelt, die ontstaat door het veran- 
derlijk zijn van x of y en het standvastig blijven van y of ar. 
38. Het is van belang deze gedeeltelijke differentialen door eene 
bijzondere schrijfwijze te onderscheiden van de geheele (différen- 
tielles totales) , waarbij zoowel x als y veranderlijk onder- 
steld worden. 

De Franschen plegen dit niet te doen. 

Euler schrgft ^- voor geheele, voor gedeeltelijke differentialen; 

df *ƒ 
Jacobl n Tx . • >J- X n 

Cauchy „ df „ „ , d m f w u « 

anderen „ Dfoif' „ H , D M fo(f, » „ * 

d ' Él , 

ook . ^ . . , -j- t . 

Hier zal het stelsel van Jacobi ah het eenvoudigste en meest geschikte 
worden gebruikt. 

Wij schrijven dus voor (1)N°. 37 df(x,y) = ^ y ldx-H&^ y hy.(l) 

ex cy 

Uit de vergelijking der formule (1) van N°. 26 met de hier gevondene 
blijkt, dat als men gene met dx vermenigvuldigt, er in de uitkomst geen 
spoor van x meer overblijft; die uitkomst kan dus ook voor het geval die- 
nen , dat y en z onderling onafhankelijk zijn , en slechts afhankelijk kun- 
nen worden gedacht van eene willekeurige onafhankelijk veranderlijke. Deze 
redenering zoude dan tot de hier gevonden formule (l) hebben kunnen 
voeren. Later zal men deze handelwijze regtstreeks bezigen. 
39. Meetkundig kan men deze vergelijking dus voorstellen. Stel z=f(x,y) de 
loodregte ordinaat PQ van een gebogen oppervlak, waarbij dan OR = x 
In QR=y is. Laat nu x alleen veranderen in 0R t = x-f Ai, zoo stemt 
daarmede de loodregte ordinaat P x Q t overeen; dan is, als door P het 
vlak PA 9 evenwijdig aan het vlak XY wordt getrokken, P t A { = 
=ƒ (x + A x , y) —f{x , y). Laat men alleen y veranderen in R Q s =y -f A y , 
zoo is voor het nieuwe punt P % evenzeer P, A t =/(x,y-f Ay) — /(x,y). 
Laat men eindelijk x en y tegelijk veranderen, x in ÓR l =x-{- Ax en y 
in Ri Qt =RQt =y + Ay, zoo wordt voor het punt Pj, P, A 3 = 
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40. 



'41. 



— f( x 1-\-\ Aï,y + Ay) — ƒ(*» y\* — PP\P\P* i* n u element 

van het gebogen oppervlak : trekt 
men aan de kromme lijnen P P t 
en PP% de raaklijnen PT X en 
P T t , zoo bepalen deze een vlak — 
het raakvlak aan het punt P — 
dat de ordinaat P % Q x in T 3 
snijdt. Wanneer men nn nog T t S 
evenwijdig aan A t A x trekt, is 
T t A,=T i S+SA t = T x A l + 
+ T 1 A i .Haax mate nu P,, Pi,P 9 
tot P naderen , naderen eveneen* de 
verschillen P x A x ~T l A l , P\A X — 
— T t A lt P%A X — T l A % tot nul, 
en mag men dan voor de grens 
schrijven P 3 A 3 xs P X A { + P%^\ » 
dat is d/{x,y) = }>J{x t y)dx + üyf[x,y)dy. 

Heeft men U = /(g,y, z) , zoo is identiek A/(g,y,xr) = 

= ƒ(*!•+- A x > y + A y> 2 + A *) — ƒ (*>y » *) = 

_. /(g-t-Aa?t y-K^y, g + Az) — /(g + As, y + Ay,*) ^ 

+ 3/4- Ay,*) -ƒ (g-f- Ag, y, z ) 

Ay y_r 

^_ ƒ (* + A * » y^g) —f{ x i tf jr*l A g ^ en j eze g ee f t we( j er bij de 

grens dfM =M^M d x + M^^JÉfc^l) 

overeenkomende met de uitkomst in N°. 37. 

Het is duidelijk hoe men te handelen heeft, als er nog meer 
onafhankelijk veranderlijken zijn. 

Wanneer ƒ(#, v, z) = £/ en 4-^r=P t 4— =Q» ^-=zR wordt 

* x dï dy 02 

gesteld, geeft de vorige vergelijking c? (7= P dx + Qdy -+- Rdz, 

\ P R 

Daaruit volgt weder b. v. dy=^dU — ~ <f g — — dz. Indien 

men deze vergelijking beschouwt als de geheele differentiaal 
van y, volgt daaruit voor hare gedeeltelijke differentialen 

dw Q dy r>g~ dx dy' dz Q 
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d U d U ^ ^ aar ^ beschouwd wordt als eene functie 



dz dy 
van ar, * en 17. 

*42. Zij Uz=f(x,y t z) 9 en laat ar, y, « ieder weder eene functie zijn 
van drie onafhankelijk veranderlijken v, t>, w, zoo is te gelijk 

dU=— dx-\ dyH — du-h -v-dtH dw; want 

da? <)y dz du °v dw 

da? 

daar ar eene functie is van u, », ur, heeft men dar= — <2u+ 

du 

dar, dar, , dy, dy , dy, 

(itrH dw, en evenzeer d y = — r/u-f--^- d c H — £ ei w , 

èv 1 dw * dti dv dw 

dz—Y^u+^—dv+^dw. Derhalve wordt de eerste waar- 
de van dU 

dU= f-(¥ du + **-dv + \?dw} + IE(* du + *ldv + 
da? Vdw d» du» -/ dy^du d« 

du, -\ dUsdz. dz. dz 3 *\ , sdU dx 
+ dw) + ~-(--du+ — dv + —dw)=zdw( — — + 
dw y dAdu d» dw / Vda? du 

dtf dy dï/d^ , ^dtfdar dtfdy dtf d*-\ 
H -- h — ) +av ( — 1 — )-|- 

dy du d^ dtiy Vdar di> dy dt? ds dt>V 

t , sdüdx dü dy dtf d*>v , dtf , , dU , , d*7 

+aw[ — 1 H )=au — haw— . 

Vda? dw dy dw da dwy dt* dt> dw 

Wanneer men echter in dit geval de gedeeltelijke differentialen zoekt ten 
opzigte van ééne der veranderleken, dan kunnen deze verschillen , naarmate 
men daarbg telkens anderen der overige veranderlijken als standvasti- 
ge n heeft beschouwd. 

du 

Zg b. v. ff=x>yz(x+y-f-z), zoo is =xyz(3x -f 2y + 2z), waarbjj 

nu y en z als standvastigen zy"n beschouwd. Waren echter tusschen x, y, z 
en de veranderlijken m, v gegeven de vergelijkingen: yz=u, x + y + z = t>, 

dU 

dan is U=x i vw i en dus ^ = 2xut> = 2 xyz (x-f- y -f- z) , waarbjj thans 
u en v als Btandvastigen werden behandeld. 

43. In het geval van eene homogene functie l/=r/(a?, y, s, ...), 
waarvoor dus, als m den graad der functie voorstelt, f(tx, 

ty, tz t ...)=< "/(*> 2/» *»•••) * s » 8^ üet vorige, als men 
de laatste vergelijking naar * differentieert, 
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mt f(x t y,z t ...) — — + — — + 

df(te,ty,tz t .. t ) dtz a/(ts,ty,te,...) ïf(tx t ty t tz,...) 

dtz dt * dtx +y *ty 

+ z ^f( tx > » deze geeft voor fc=l ,iw/(«, y, = 

~ x — T* +y 57 — +z s7 — + - 

waar nu de gedeeltelijke differentialen homogene fonctien zijn 
van den m— lsten graad. 

dü ÏUdi 

In het geval van een produkt U z=. yy x y t ... is j-- = ^ -J- 
dü dy x dy dy t dy t 

In het geral v«n een qootient U= — ot yi = üy i> -j_ = ,ji.- J - + 

dy ox 'dx dx az y\dx dx' y\di y «lx/ 

Beide uitkomsten zijn in N°. 19 , 21 gevonden. 

t. Oefeningen. Zoek de geheele differentiaal der fnnctien: 

/>* r +?y', p*»y', ^p", "r-^.^+y)*» (2y + 3y)>, x^(l-y»)- 
— y|/(l— -x»), x*, y r , e» , , «'». (px+oy), cos. (px-fyy), ty.(px+oy), 
^'iTixT+yTi' Bga>8.xy,Bgsin.(x+y), Bgcos.(x+y) t Bg tg.~^, 

B *™'^ ( l+ÏJ ( l+ y *y ^ C0 *' l /(l+x»-fy» y -fx-yi)' 

l^(l+ x»+ y»+x »yM V^H-_^Ml+y l ) „ . x 
^e«*. , Bgsec. — ^Bgnn,^ ^ y 

co*. — T-r- — tt i 2>0 «n. , Bgcos. '.. 

l/(x*+y*) xy * xy 

i/(x« — l) + i/(y J — l) „ xy + y^l-x'-y» + x»y») 

Bg i_^ ( «v-xi-yi + i) • ^ * c - r^xm^ » 

^ C0KC . ___ t Bfl r<y. ^^^^^j^ ; 

(p*+?y + rz + ...)', 4x»+2£xy -f Cy* + 2Dx-f 2tfy + F, ( x —y)—{x—z)* , 

• * y 

x + « x + y^y+z' i/^+^+z')' 

xy-fxs — yz + xïy'z 1 
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§ 5. Differentiëren van ingewikkelde fnnctien. 

45. Zij gegeven eene ingewikkelde functie /(a?,y)=0, ... (1) 
waarin x de onafhankelijk veranderlijke is. De oplossing zou- 
de geven y=<p(x), ^zrrip'fj?); maar deze is in het alge- 
meen niet mogelijk: alsdan geeft de differentie van (l) 

0 __ ƒ(*+ Aa, y+Ay)-/(:r ,y) _ ƒ (g+Ag, g+Ay)-/(*+Ag,y) 

A x Ay 

- H- y - L - !: — — dus voor de grens 

Ag Ag ° 

0 _- */(*»y) <*y { a/(«.y) ( 2 ) 

dy dg do? 
(dit volgt ook uit (1) N°. 38, als men daar /(g,y)=0 stelt). 

Zij geeft *l = -*f(*±È : »/(*» ^ ... (3) eene uitdrukking, 
ö da? Bar dy 

waaruit men x of y door middel van (1) kan elimineren. 

De verkregen vergelijking (3) is eene differentiaalvergelijking , 
die in noodzakelijk verband staat met (1). Wanneer (1) ééne 
of meer standvastigen bevat, dan kan men ook deze soms uit (3) 
elimineren; men verkrijgt dan nieuwe differentiaalvergelijkin- 
gen, die evenzeer met (1) zijn verbonden. Zie hierover 
later, § 12. 

dv 

B.v. y* + px* + 2?x + r = 0 ( a ) geeft 2y^ + Ipx + 2q = O. Door 

du 

het elimineren van q en p heeft men y J — px- — 2xyj^ -f r = 0, 
dy 

y* -f gx — xy^ + r = 0, die allen toj (a) behooren. 

46. Als gegeven is ƒ (ff, y, s) =r 0 . . . (1) , waarin nu x en y bei- 
de onafhankelijk veranderlijken zijn: dan is naar N°. 40 

_Z dx~\- Maar evenzoo is z eene functie 

?>x ?y 

h z "d z 

van x en y tevens, dus naar denzelfden regel dx-\ dy t 

(ix dy 

waardoor de vorige wordt 0z=z( ^Jt-i^JL — \<ijp-j-/i^*-4-— ^ — Vy. 

\,?g ?z 7\xj Vty a~ ?yy 

Nu zijn da? en dy onafhankelijk van elkander, en daarom is 
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idzonderlijk d J+*J*-z=0 en d J+*J *f = 0 , (2) 

J d* az da? 3y d* dy v 7 

waaruit volgt *f = -U : U, |f = - d J: V (3) 

6 dar da? dy dy d* w 

Ook aldus. Als men (1) gedeeltelik differentieert ten opzigte van x, 
wordt y daarbij als standvastig beschouwd, en men verkrijgt de eerste der 
verg. (2). De tweede ontstaat evenzoo, wanneer men, bjj het gedeeltelijk 
differentiëren ten opzigte van y, de x als standvastige beschouwt, omdat 
hare verandering niet zamenhangt met die van y. 

47. Zij gegeven de beide ingewikkelde functien ƒ (ar, y, z) = 0, 
/i(ff>y» *) =0, waarbij nu alleen x als onafhankelijk veran- » 
derlijke ondersteld wordt Men kan nu de form. (1) N*. 26 ge- 
bruiken, als men /(a?,y,ar) voor /(y,*) in de plaats stelt. 

Alsdan is ^=0, <*£=<), 

©\a? dy dar dz dx dar dy dx dz dx 

waaruit nu ^ en ^, de gezochte grootheden, gevonden 

worden: * |A : (U*L-*J*L~\, 

dar dxr dar dapy Vdy dar dar dy./' 

dx vda? dy dy dar-/ ' Vdy d* ar dy-/ 

48. Zij gegeven /(ar, y, ar, u>) = 0, /,(ar, y, ar, w) = 0, waarin s 
en y beide onafhankelijk en dus ar en tü beide afhankelijk ver- 
anderlijken zijn; zoo is vooreerst, ten opzigte van x differen- 

tierende, ^+1/ d J+¥ ?=0, Ul+^JLM d «=0, 
da? dz dx dw dx dx dz dx dw dx 

waarbij nu y als standvastige is beschouwd; hieruit kan men, 

even als N°. 47, ^- en — oplossen. Evenzeer dienen ter 

dx dx 

oplossing van en ^ de volgende vergelijkingen , verkregen 

door het differentiëren ten opzigte van y, waarbij x als stand- 
vastige wordt behandeld, 

*ƒ , df dz = 0 df t a/, dz d£i dw 

dy dar dy dw dy 9 dy dar dy dw dy 
Anders: men kan ook de geheele differentialen der functien 
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/en/, gebruiken; dan is dy+$£ds + ifdv=0. 

da dy a* dw 



*&dx+ d Mdy+&dz+^du>=zO (1), waarin nu dz en 

dw de geheele differentialen van z en w zijn. Zij geven 
door oplossing dz=zPda + Qdy 9 dwzzzP^x+Q x dy , en 

daaruit volgt *- = i>, *-f=Q, ^=P 1 , ?i?=Q 

ay a* 11 ay 1 

Men vindt op beide wijzen — zzzf^ ^ • 2) 

da Vd* a*> ' ' 

<*y Vay a«> dw ayJ'^'^-Ui ai ai Tz) y 
<*y W a y ay a^ ,jt/,alwaar ^-ai ïz Yz aV 

♦49. Wanneor men a en y beschouwt als functien van z en io (zoodat dan, in (1) 
N°. 48, rfx en dy do geheele differentialen van * en y zijn), vindt men uit 
die vergelijkingen dx=Rdz + Sdw, dy = R t dz + S t dw, waaruit volgt 

' dz =Iii > dw~ Sl ' 

Nu is echter l> = ^niet gelijk aan i = 1 b. v. ; want btf P is y 

standvastig ondersteld, en w Wj 12. Men kan echter tussehen P, Q, R, S, 

eenvoudige betrekkingen vinden. Beschouw, in de identieke vergel. *=*, 

het tweede lid als eene functie van z en w t 200 is, als' men naar x en y 

^ . . dx dz dx dw dx dz dx dw 
differentieert. 1=^^ + ^^, o = ffaj + - ^.cfaP+M^i, 

RQ+SQ x = 0. 

Evenzoo geeft de vergel. y=y,0 = ^^f + Ö djdz dyj» 

of £ t P + AiPisO, B,« + «i«i = l. 

Stel b.v. x=z + w, y = 2 — w , dus * = * (*+y), » = | (*— y), is 
«f* dz 

dl" 1 ' Si = *- 

Stel * = 2*w, y = z* + u>s, dus 2z = isfr + x)+is fr—s), 2w = 

/ » dx dz — ito 

= Vfaf+.*)— Vfcf— *), aoo is - = 2w, —-—X-j.. 

50. Oefeningen. Bepaal uit de vergelijkingen: />* + ïy + r = 0, 
Ax* + 1 + 2Dx + 2 £y + P=o, ? » + -y* = 0, y « + s* - 8 *ry = 0, 
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= +y»), = y*— =0, *««.y — y«w.*=0, yBgtg.x= 

— y»— x* , y «n.*— «w.(x— y) = 0, ywi.x = «n.(x-y),— x«n.y +«w.y = co*.2y, 

x 1 

«H.y+4** — 3 4? = 0,^ «'«.- — ^«V».-i/(p s —yi) = 0, «m.2 *+y»*»= 



61. Bepaal ^ en ^ nit de vergelijkingen: a = px + ?y + r, /ïx + yy-f r * = Z, 

x» + y« + *» = r*,^ + £--£=l, s(z-p) +t(y-g)=z-r, 

(x—p)i+(y — q)*+(z—r)*=s* t 4xi+Byi + <?** +2.Dx+2£y+2.Fs = 0. 

NB. Men trachte in N°. 50 y en in N°. 51 z op te lossen en dan de 
differentialen ook regtstreeks te yinden. 

§ 6. Hoogere differentialen van ontwikkelde 
functiên ééner veranderlijke. 

► 

52. Bepaling: Noem ^ =f (*)• ^^=/>)'^j^-= 

/-<•> =/■<«). -g=/.2-*'. 

Nu is in ƒ = =-^-, niet afhankelijk van zoo- 
dra x onafhankelijk veranderlijke is: dus is v 9 — d.dy 

J J y dada — dB 1 ' 

waarvoor men als overeenkomstige sclirijfWijzemvoert^-if=:y f . 

Eveneens wordt y"' = -^/=-^f, enz. Daaruit volgen nu 
de slechts in schrijfwijze verschillende fonnulen 

y<-> = B' y = d ll=f^ = D-f(x)=^)L, 
die in het algemeen voldoen aan de vergelijking 

Aa 
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No is d J> = Gr.¥: is ook p m = Gr.p> ? 
dx Ax dx' Ax' 

Om die vraag te beantwoorden, stelle men Axzzzh, zoo 

is, naar de beteekenis van differentie: 

V(Ö _ ƒ(« + *)-ƒ(«) iVW _ A _ 

Ay A * Aar' A x 

f( x +2h)-f(x+h) /(x+A)-/(*) 



h 


A* 










Ax 9 Ax 




f{x+Zh) - 2/ (*+ 2 A) +ƒ(*+*) 


/( a r+2A)-2/( a;+ A)+yi[ a? ) 


A» 


A' 



_ ƒ (x +3 h) - 3 ƒ (x + 2 A) + 3 ƒ (x + A) -/(x) 

A 3 

Het is dos te verwachten, dat de nde differentie den vorm 



^,/(*+«-2*)-.....+(-i)*/w] m 

zal hebben; waarbij het nog waarschijnlijk is, dat de coëffi- 
ciënten A, binomiaal-coefficienten zullen zijn. Om dit te be- 

Aa' a£* 1 

wijzen , stelle men in (1) f(x) = a' >). Dan is — — = a' , 

Ax Ax 



A'a* 



= a*[ ), en algemeen =a ( ) — — - 

As 1 V Aic /' 6 Ax* \ Ax ) ~Ax m 

[ a . + .A,-_(-) a , + — A,+(;) a * + — A . + .... (_l)- a ']. 

Volgens de reeks (1), waarin nu f(x+ph) =a * + * is, 
zijn dus de ii, = (J) , zooals vermoed werd. 



*) Deze redenering, zoo als sty in Let vervolg meermalen zal voorkomen, berust op 
de eigenschap der coëfficiënten A f van geheel onafhankelijk te zijn van den vorm 
der ƒ (x). Kan men se dus bepalen voor eene bepaalde / (x) , zoo gelden zy even- 
zeer voor alle ƒ (s). 



! 
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en verder, naar (iv*) N°. 13, 
__ƒ'(* + *)-ƒ' (ar) A/(x) , 

= — & + f — + * ; dus voor de 

""AaT" = -j£r- ( 2 ) » naar de bovengestelde 

schrijfwijze. 

Verder zij f±+ï!t^±!l±& . f , „, dan h 

/(■+»*)-»/;(«+«)+/» =>i . Wt en weder> naar 

' ai' h = 91 M + « = 

=rwwg+w {m) + a = av^) dns voor de 

^•^=*.^-«.=^^>. 

Op dezelfde wijze is in het algemeen GV. ^-JS*l = ^ 

en wordt dus de gestelde vraag bevestigend beantwoord. 
53. Hoogere differentialen van eenige, meest eenvoudige, functien. 
Dx'=zpx>-\ dus D'x f =p (j>_1)...(d— n+l)x>- = 
=z p"- % x*-\ Als p een geheel positief getal is, geldt deze 
alleen voorp>n. hp = n, zoo wordt/)"*' =p 1) . . 1. a?° == 
= 1'", [n=/>]. Is i><n, zoo wordt reeds Z)' +1 a?> =0, dus 
evenzeer D" x f z= 0 , [n >/>]. 

Evenzoo is D' (q -f- r a?)' = 1 r' 4. rx)'- m , [n <p] , =r 
= 1 ' n r [n = p] , = 0 , [n >p] . De beperkingen dienen, als p 
een geheel positief getal is, is p dit niet, zoo geldt altijd de 
eerste formule. 

' Verder is 2>-J-= / " 1 '\ . en/)' _J_ = (" ^"V ; 

Z> ï - "*> enZ>-_L_= H)'^' - 

3 
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(- . D i = _p cn D A = (- i)y . 

~~ 2' (p + q x)'+£ x' *' x*+ u ' 

D'Log. x = MD" 1 1 = (-1) - ' M^l ; (p+ qx) = 

1 i— t/i 
=zMgD- 1 = (— l)- f Jlf ö'— -; Z>*a*=a*(k)"; 

D" e ps -=zp* e**. Z>MR.jr = «tn. Z)'«n.a?= «-Ha;), 

Z>* wn.a? r= «in. (f tt H-a?), en dus />* «m.g=«m. (J-nn-t-a;); 
evenzoo 2>"co«.a? = co«. (}nn-t-s). Vandaar ook 2>"«in./>a? = 
p"«n.(^n«-h/>a?); Z>" C09.px=zp m eoa. (\-nn+px). 
54. Verder heeft men de algemeene formulen 

D m y=zD a —.D'y; D" (y+z+v +...)= D'y+D'z +D' *+...; 
D'Ay=zAD m y; D'(Ay+Bz+Co+...)=AD m y+BD m z+CD'v+... t 
de regel voor de differentiaal eener som, die dikwerf van 
dienst is. 

Tot verdere toepassing zoeke men /)•ƒ(*)> «!»/(*) i«: 
x> ?x'+rï'-' + *x>~», il 0 x* +^1|X'-» + 4,x*-* + ...+ 

+ + xT' ^ JT«' ^*7' (p+W 



.P + 9 X . . - 1 

— yx ^ «'* — 1 

55. Produkt. Men heeft Dyzz=:yDz+zDy > en nu ook 
D 1 yz=zyD i z+2DyDz+zD i y t D'yz=zyD'z+SDyD % z+ 
+ 3D*yDz+zD l y, enz.; waaruit men mag besluiten tot 
den algemeenen vorm D" yz = A 0 yD 9 z + A t DyD" 1 z+ 
+A i D % yD- i z + ... + A m _ t D- t yDz+A m zD'y t . . . (1) 
onder het vermoeden, dat de coëfficiënten A, binomiaal-coefficien- 
ten zijn. Om dit aan te toonen , zij y z= e p * , z—e 1 ' \ substitueer 
dus in (1) de D'y, JD'z t D"yz=D' e Cf+ <>' uit N°. 53, 
dan is, na deeling door e c > +,)# , (p+q) m z=zA 9 q" +A t pq"*+ 
-r- A l p t q"- % -H.. .4- A m ^ l p 9 " t q A m p m t dus werkelijk 
=("). Men mag dus symbolisch schrijven D'yz = 
— (Dy+Dz) m 9 ..(2) mits na de ontwikkeling de exponent door 
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een index vervangen worde, dat is (D y) m (D z)*~ a door 
D'yD'-z. 

i i—i) m ï*' 1 ( » 1 1 i 

Ter toepassing is D' -lz = J a+t { lx + 2 - } , D' - et' = 

x r { px [px)i (px) m ) 

Zoek verder door deze stelling D m /{x) t als /(ar) is: 

e ' «n. (* «n. p) , e r cos. (x stn. p) , e ry 

56. Wanneer het niet gelukt D' f(x) regtstreeks te bepalen, geeft 
deze stelling soms aanleiding tot eene betrekking tusschen 
differentialen van verschillende orde. 

Om D' sec. x te bepalen , stelle men sec. £=9, das 1 = (pcos. x ; 
dan zijn bij de toepassing van (2) N°. 55, de D'coa.x bekend 
uit N°. 53; en daarmede wordt 

V<p = (;) D- »9 - (;) 2>" 4 g> + + tg. x. {nD- 1 <p - 

-(;) D-»9 + (5) 2)-*<p-...}. 

Daar nu D° cpzzzsec* en D l qp= — '-—=ztg. x. sec.x bekend 

cos.x 

zijn, laten zich D*<p, D*<p t ... vinden. 

Ter bepaling van D'tong.x, stelle men ty.s:=<j>, dus 
«n.tf=9C0*. ar. Hierop de vergelijking (2) N°. 55 toepassende, 
heeft men D n sin.x uit N°. 53, terwijl D n (p cos.x zoo even 

gebruikt werd. Men vindt dan D"y= ntL tt nn ~*~ x ) 

+ ft)JD-->-(;)Z>"~>+..^^ 

waaruit men , omdat D°q>z=tg.x> 2) 1 a> = — L— bekend zijn , 

cos.*x 9 

de volgende 2) l qp, <Pi ••• kan vinden. 

57. Soms gelukken beide wegen, en kan men telkens den gemakkelijk- 
sten kiezen. Voor D n Bg sin.x stelle men Bgsin.x=cp. Dan is 

en hierop formule (2) van N°. 55 toepassende, JD w+, <p= 

=ïlb < ( 2n+1 ) * 2> ' +I *~ nt ^ ' 

3* 
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Maar ook D' Bg ein.xzzD-* 1 u = D at * \ » 

dus weder, naar formule (2) N°. 55, 

l- ,/a ƒ, n— 1 1— x 

Voor D' Bgtg.x stelle men 2fyty.a?=9; dan is #9=:- 

dus l = (l-f-ar , )2)9; en door toepassing van formule (2) 
N°. 55, D"+'9=_n!L {2*Z>> + (n-l) 9}. 

Maar ook is x r= 9 , dus 1 ~ — - — of X?9=co*.*9; hieruit 

C08, (p 

leidt men af D l 9 = — «n. 2 9. coa. % 9, I?' 9 = — 2 co*. 3 9. co*. '9, 
-D*9 — -f-2.3«tn. 49.cos.*9, D s q>-=z-{-2.3 Acos. 5q>.co8.*q>', dus 
/> , -9=r(-l)'l*- 1,, co*. 1 >.«n.2fi9 en 
X>*" +, qp=(— 1)* 1* cc*.* "+V cc*. {(2n+ 1)9}. Stelt men nu 
#=tan$r.9=co<.x, dat is jf=r|7r— 9, 200 »s te gelijk .D' 9 = 
= (-l)'-U"- |,I ^/ x .^n x ==(-l)"-M-- , ' , «n.-(^^.i). 

sin. (n ify. ty. i) , of daar «n. * g= co». 1 9 = — - ia, 



•Voor rói;(/)%«n.ff) = *vindtmen {i— x»)/>« iD f =- p*», en das 
D 9+i 9 = ïZZï{{*n+l)sI)'+i 9 +(n*—p*)D' 9 ). Voort»s.(pBg*in*)= 9 
vindt men dezelfde vergelijking. 

58. Functie van functie. Zij y=/(w)enw eene functie van ar, 
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dx 



+ ƒ• («) en, 

* 

•Stel nu algemeen = A x /'{u) + £|/"(u) + -j^j/'" («) + • • 
— + 17^^ («) + •-. + i77T/'(«)» 

waar de noemers l" 1 voor het gemak der volgende berekening afin bijge- 
voegd. Om nu deze A, te bepalen, stelle men achtervolgens /(u) = u, 

= ti*, =u»,... roo verkrygt men jpr=.A Xt -j^- =z2 A t u + A t , 
d' u* d' u* fp\ 



+ A % u *-• + ... + Vermenigvuldig de*e respectievelrjk met 

#/»\ l d 9 u m 1 . 

als men nu optelt, verkrijgt men Z^J (— 1)* ^ "5^7= ( — «7 >' 

omdat alle anderen ^verdwijnen. Men heeft toch voor .4,, {q<p) de coeffi- 

(p — y) (p— ?— *) (p— 2) (H(p-H)-- • 1 1 - n 
1- • • • ± mvTi j — °- 



cient 



1.2.3 -r-"i j^_ f ,i 



• • . . • 



± en daardoor /> • -1 }' =<-!)*+ • { ^"u + 

. . . ut) , die voor r=« juist geeft (-1)" « (-1)- ^ ^ 
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dos A f =u>D m Q-—\^ £ r — tt j ; derhalve wordt 



</•/(«) 



59. Men kan, hetzij regtstreeks door de formulen voor Dy, D*y, 
«Ö'y,... hetzij door de laatstgevonden reeks voor deze 
bepalen voor het geval dat u afhankelijk veranderlijke is. 

Zoek dit voor yz=:u f , z=z- t = ^ — =Zu, rra* , = sin. u. 

Men stelle later 1°. u=x, waardoor u de onafhankelijk veranderlijke 

du rfttt d}u r V 

wordt; stelle 2 3 . ^ standvastig, 3°. standvastig, 4°.^ = x ^.dx\/ * 

dy fdx* + d»»^ rfx»+c?y* 
Wat wordt er van *~i> = ^ d x y ) » 3f-g = d>y , 

(rfx*+<*u*)T 

^ = ^ , als x niet meer onafhankelijk veranderlijke is, maar van 

t afhangt? 

Men kan dergelijke formulen ook opsporen, als de vorm 
van uz=:y{x) gegeven is. 

Zy y=/(u) en u=p + qx; y = u' en u=x* ; y =u' en « = l^r'; 
y = /u en u=p + ji; y = «" en u=x* } y = /« eD « = ««.*, y = /« 
en u = /x. 

♦60. Stelt men nu den vorm van u bekend, b. v. u = x* , dan kan men de 
laatste formule van N°. 58 gebruiken. Ook dos regtstreeks: voor y=f(x*) is 

^ £ = 2x/>(x*) t d *£ = (2x)V'(x*) + 2/'(x»),^f=(2x)>/"(* > )+6(2xir(xt) > 
ll? = (2*)»/iv(x»)+ 12(2x)»/"'(*») + 12/'(x*),^- = (2x)V v (*») + 



+ 20 ^xJVM*') + 60(2x)/"'(x*). Stel das in het algemeen ^~ = 
= (2x)V (x*) + ^T-(2x)- 1 + ^r(«*)- +... 

-+-ï77r<»*)- t v-' («»)+... 

Als in' voor n geldt, dan voldoet voor n+ 1 de coëfficiënt van/ 
aan de waarde ïïïï (2 x) derhalve geldt zjj voor alle n. 

Stel y = (l— x>) ; dan geeft tg "jp^j = 

i m/ * r » f*\ » 
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wordt dit 

1"'» . 
= (— 1)"-J «n. nu. 

61. Bifferentialen met voorwaarden. Het komt meer- 
malen voor, dat de waarde eener hoogere differentiaal ge- 
vraagd wordt voor zekere bepaalde waarde van de veranderlijke; 
dan geeft in den regel de metbode van N°. 56 eenvoudiger 
uitkomsten. 

1°. D* Bgtg.x voorszzO. Door Bgtg.x— <pis 2)9=^-^5, 

ƒ)»<,=: (1 ~^ } , > (l + **)D i f + 2»Df=0. 

Differentieer n — lmaal, zoo komt er 0= (1 <J> + 

-f n. 2» Z>* <p+ n (n— 1) Z)"" 1 <p (even als N°. 57). Dus voor a?=0, 
[#" +l <rfo +«(*-!) [^>"" ! v]o =0. Daar [qp] 0 =0, [0<p]„ = 
= 1 is, heeft men [Z>»>] 0 =0, [D imJ » q>] 9 = M)" l 1 '"- 
2°. D'xcotx voor a?=0. Stel xcot.x-=y of <rco*.a;= 
=y$in.Xy zoo geeft de n de differentiaal 

ff co*. (|n7r-|-a?) +nco$. {|(n— 1) = «n.(4-n7r4- jj) {y— 

Dus voor x=O t ncos.\i(n-l)n\==sin.{nnA[y] 0 -Q^ [^*y]o + 
+ ( 4) 'rf 0 — I i • t .-(3 + 

Stel n even =2n, dan is 0 = 2n [2>y] 0 3") + 

+ ( 2 5 n )[ Z>5 ylo-..- Dus [D^'y] o =0. 

Stel n oneven =2 n — 1, dan is (-1) — 1 (2 n — 1) = 

waaruit, voor n = l, 2, 3...» [y] 0 = l, [-^* 2/1 0 = — i » 
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62. Oefeningen. D m y te bepalen voor x = 0, als y is: 

1°. Bgsin.x. Naar N°. 57 is [/>* +i y] 0 = — n* [D'y] 0 . Daar[y],= 
= 0,[Dy] 0 =l is, volgt [Z>«-y] 0 =0, [D»-+«y] 0 = {1 "'*}*. 

2°. (2?y«n.x)* geeft{l— x*)D'+*y — (2n— l)xD"y -f (n— l)*2>'-*y = 0, 
dus [i)-+>y] 0 = (»-l)»[/?— iy] 0 . Nu is [£>y] 0 =0, [0»y]o=2, dos 
[Z>»»y] 0 = 2« {1— «'»}*, [Z>*-^y]o = °- 

S^^TjgeeftZ?^^ {^y + n2>-«y + (j)/)-»y+...+ ni?y+y} , 

waaruit 0 = n[Z>- iy] 0 + Q) [/)-»,], + ... + n[2>y] 0 -f [y] 0 . 

Men vindt later, N°. 122, [y 0 ] = 1 » d ™ C^ylo = — i» C^*y3o = *» 
[D»y]a=0 = [2>* •+«*],, [Z>*y] 0 = ^ , [Z^o = Vi > [£»y]«=ïJ> 
= ¥ * fi [Z>»*y] tf = -«{», [/>»**], =J. 

4°. y = co», (p Bg sin. x) geeft (1 — x») /)•+* y — (2n + l)ar Z>"+ 1 y + 
+ (n* — p*)D*y = 0, dns [2>'+*y] 0 + (»* -J>*)[i>" y] 0 = 0. 

Maar [yj 0 = cos.pfc?r,[jDy] 0 = ( — l)*-»p«n.pfc«, derhalve 
[2)>«y] 0 = (— l)- ,pi(pi_ 2 *).... {p* —4ln—l)*}co8.pkn t 

i=(-\)'pUP % -1»)... {p»-4(»-l)'}>, 
[Z)J-+iy] 0 =(_i).+*-i ( pi_ l j)(p»_ 3 j)., t { p j_( an _ l) »} pWf ,.pjfc^ (= o). 

Deze laatste waarden gelden als fc = 0 is. 

5°. y = «h.()>ify«n.a;) geeft dezelfde vergelijking; maar hier is [y] 0 = 
= «n.pfcjr, [Z)y] 0 = (— l)*pco«.pjb?r. 

6°. y = cos(pBgcos.x) geeft weder- dezelfde vergelijking; hier is [y] 0 = 
= co«. {(2k+ i)ipn} , [2>y] 0 =(-!)*- ip«n. {(2* + 1 ) Jp;r} . 

7°. y =zsin.(pBgcos.x) geeft nog eens dezelfde vergelijking; hier is [y] 4 = 
= Sin. {(2*:+l)lp 7 r} > [i>y] 0 =(^l*-lpco«.{(2ifc-r.l)ip«}. 

8°. y = (l +x*)*> sm.(pBgtg.x) geeft (I + x») D'+iy + 2{n— p 4- 1)z 
•ö-+'y + {n( — l)-2 \ P —i) n +p*-p)D'y = 0, dos 
C^' +, y]o+(/>-«)(i'-n-I)[i)'y]o=0. Nn 16 030 = i D Vh = 

= p COS. pk 71, dus 

[2>* • y] 0 = (- 1) - 1 pi - /- 1 sin,pk (=0), [0« -+»y] 0 = (— 1)- p» •+« /- 1 
cos.pkn, <=(— lJ-p*"- 1 '-'). 
De laatste waarden gelden voor k = 0. 

9°. y =(1 + x>)T>co*.(pBy fy.x) geeft dezelfde vergelijking; maar[y] 0 = 
= cos.pk7* t [Dy] f> =(— ~\)* psiiupkn. 

10°. y = (x — voor xzxq. Men vindt Z)"y = ( x —q)ff (x) + 

+ /••-' (*) + (;)j>(;>-i) (*-*)>-'ƒ*-* (x) + ... 

+ C)p*'-Hx—q)>-'f—(x)+...+p"-i{x— /(*)• Worden nu 
geene der/' (x) voor x = q oneindig groot, dan is voor x = q , D' (x — g)> ƒ (x) = 
= 0,[n<p], =p//-«/(c)= 1>" /(a),[x=p], = (;)p'^i = 
= »' /_1 / c 5 (?),[«>/>]. Deze beperkingen gelden, als p een geheel posi- 
tief getal is: zoo niet, dan geldt nog de uitkomst voor n<p ; voor n>p 
wordt zg dan «. 
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§ 7. Hoogere differentialen van andere fnnctien. 



63. Functien met twee veranderlijken. Volgens de opmer- 
king in N° 38, zal men eerst de beide veranderlijken x en y 
ieder voor zich afhankelijk mogen stellen van ti, om dan later 
door het laten verdwijnen der «, de x en y tot onafhankelijk 
veranderlijken te maken. Hierbij dient dan als grondformule 
de verg. (1) van N°. 38 in den vorm van (1) (IT. 26) 

<*ƒ(«, V) = »/(» . V) d * + Vfeiri. & . . . . (i). Differentieert 
du ex du dy du 

men haar wederom , zoo is d z= * x . -|- ^/fcff) . 



du* du du ox du* 



+ . £y + ^Vy , 2 . 

du du oy du 1 '* 

ox* ^du' 1 fyda? du ox du* 
+ *y(*>y) dy dx t oVjx.y) rdyy ^ of(x y y) d^y_ 
oxoy du du oy* ^-du' oy du* 

Na ootetaat de vraag of 'ff*'*) = zij f _ 

Naar vergelijking (3) N°. 31 is 

ƒ(«+*)-ƒ(«) - y # (x + * A)< ste i =<p {x + , A)> [0<ö < i -,. § . (a) 
h 

als y in y-t-fc verandert, geeft dit 
g>(x + êh,y + k)— <p(x + êh,y) 

_ / (* 4- h, y + *) -/fc, y + *) _ ƒ ft + h, y) -ƒ («, y) 
~ h h 

~~ k 

of q> , (x + 9h i y + d l k) — ^ . 

Naar dezelfde formule (3) N°. 31 is ook 



Digitized by 



42 



7(y+*) /(y) = /v j( y +t fc), 8te i =(Pi (y +t *) t [o<«<i]{.. 

als a in verandert, geeft dit 

ƒ(* + A,y + -ƒ (s + A, y) y + h )-f{x t y) 

k " k 



hk 



. . (5). 



Uit (4) en (5) volgt, tevens tot de grens overgaande, 

*X!SlÈ = »/!S!È . . . (6 ). En nu wordt (3) 
oydx dffdf 



£ f ti y) — **/fcy) /Ë?\' + 2 ^'/(*»y) ff ^ + 

du* dar* \dus da-dy du du 



d ar du 1 



dy du 



S. . . (7). 



Meetkundig volgt (6) uit N°. 15. 
d/(x, y) 

— — is de doorsnede loodregt 
op de j as, — ^- — die loodregt 

<V(*.y) 

op de y as ; 3 _ en 

ex dy 

d d/(x, y) 

^ 5- zijn naar N°. 14 de 

laatste ordinaten dier doorsneden, 
dat is haar doorgang, als gemeen* 
schappelijke loodregte ordinaat van het gebogen oppervlak. 

64. Wanneer x en y in lineaire functien van u gegeven zijn, ver- 
vallen de laatste termen, en men heeft voor (7) symbolisch 

du* W du + dy du) 

Wanneer x en y beide onafhankelijk veranderlijken zijn, late 
men du door vermenigvuldiging verdwijnen: dan worden ech- 
ter ook d % x =: 0 , d 1 y = 0 , en dus wordt (7) 
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zoo als ook uit verg. (1) N°. 38 af te leiden is % Hieruit 
volgt nu verder 

d'f(*,y) = W&ta'+S 8, ^^^y+3^|-W+ 
öx* dx*dy öxoy 1 

-f ^ x *^dy s ; en dus waarschijnlijk algemeen d'f(x,y)z= 

+ ^^,-,..(2) 0 f = y) (3) 

symbolisch. 

Het bewijs , dat de coëfficiënten dezer reeks werkelijk binomiaal- 
coefficienten zijn, wordt geleverd door van n op n 1 (naar de me- 
thode van Bernoulli) over te gaan ; ook door te stellen ƒ (a?, y) = 

=e> * +, \ Dan is ^ = ^ g p*e f * +17 =:p'q—'e f '* iy 1 

end'f(x $ y)=z(pdx+qdy)'e ,M+ty : deelt men nu door e'* +fy t 
zoo houdt men de ontwikkeling van (pdx + qdy)' naar het 
binomium over. 

65. Bij het voorgaande is ondersteld , dat in het algemeen dy** == 

= - — ^£ — (1) is, en dit volgt uit (6) N°. 63. Immer is b. v. 
*y a —*x' v e v 

a_ ay_ ay __. ay __ a y _ ay = 
aa'ty' a^a^ 1 aara^.ay ~ay.aa?ay "ay.fyaa? 

ay 

~ £ — , enz. 

a^a*' 

Maar deze eigenschap blijft ook dan gelden , als a? en y niet 
meer onafhankelijk veranderlijken zijn, maar ieder op zich zelve 

b. v. van u afhangen. Alsdan is df=itdx + i£dy. 

x y 

Differentieer nu den eersten term naar x en y, zoo is 
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a #T -dr a.r^- a'—d* d 1 — d.— 

da? dar d/ da? dx dy „ , . 

da: da? da? da? , da? „ ... 

dy dy dardy dxdy 



d 



dar ox 



Uit (a) en (b) volgt naar (6) N°. 63 , ^-IT = 



dy da? da? ty* 

De tweede term geeft evenzoo ^— ^? =— en nu kan 

dy ox da? dy 

men ook (1) evenzoo afleiden voor dit geval. 

66. Alsdan komt er als algemeene uitdrukking der formulen van 
N°. 63, in plaats van (3) N°. 64, de volgende symbolische 
formule y) = (d, dj • ƒ (x , y) .... (1) , waarbij men, 
bij het herhaald differentiëren, dx en dy nu als afhan- 
kelijk veranderlijken beschouwt: aldus toch bevat zij weder 
de termen, die van d x x % d*y afhangen, enz. 

Alleen in het geval, dat x en y lineair met u zijn verbon- 
den, kan ook de uitdrukking (3) N°. 64 worden gebruikt. 

67. Als toepassing op homogene functien (zie N°. 43) is voor 
«=ƒ(*, ,), f(t x ,ty)=Cf{x,y), hier *'^*' ' y) = 

= <y) g-y en nu voor *= 1 , m"" «/foy) = 

r /r\b r f(x v) 

=z2( ) 7 v >Jf/ s r ~*y', waarbij alle gedeeltelijke differen- 
o v^/da? "~*dy" 

tiaal-quotienten van den m— rden graad zijn. 

* Indien de verschillende differentialen bekend zijn, kan men hieruit de 
oorspronkelijke fanctie afleiden (dit behoort anders eigenlijk tot de inte- 
graal-rekening). 

Voorb. df(x t y) = (3a* 5 — 4xy — 3y*)d« + (12 ay* — 6ary — 2x*)a*y 
geeft/(*,y) = ax» — 2a*y— 3xy* + 4ay»;d t /*(*,y) = (y* + 80**)6*<ix»4- 



Digitized by Google 



45 

+ (3** — 10y')2y<f*<*y + (*' — 30y»)2*(iy» geeft f{s t y) = 9*« + 
+ jr*y* — 5xy*. 

68. Functien met meer veranderlijken. Uit (1) N°. 65 
volgen dezelfde eigenschappen bij meer veranderlijken; zoodat 
men uit (1) 40 kan afleiden, als x t y, z van « afhangen, 
<*'ƒ(«. y.*) _ /dx\* g a» ƒ dg dy a » ƒ /dyv' 
dt*» "~ \d«/ dxdy dw dw dy* Vdu/ 
d»/ dsd* dy dz gV/jj\' *ƒ d'* 

+ d*d* d« du dydi du du" 1 "** 1 Vduy + da? du 1 + 

dy du*"*"** du*' 

Zijn weder re, y, z onafhankelijk veranderlijken, zoo ver- 
wijdere men du* door vermenigvuldiging, en bedenke dat 
dan d*x, d'y, d*z nul worden. 

Men heeft dus voor beide gevallen en voor een onbepaald 
aantal veranderlijken de symbolische for muien 

*ƒ(*.ƒ,«. "0 = , ( ^ ?+ ) >+ „)' / [ It3ft<Mt ,) it> (1) 
du" 

^.y.^-0=(^ dx+ Ty^" h ^^ H " # ') >7ï*.Jfr*..0 (2). 

*y 

69. Oefeningen. 1°. Men bew$se (1) van N°. 65, ah /is T^J» ^^•IX'ay, 

sin.x~sin.tf , . * D . * 

• , f «n. ** y , ■— — Bg cot. -. 



sin. x -f «n. y ' y 

2°. Men ontwikkele de geheele differentialen i)"^*» V» *f •)» *!*/(*» y> *>..)» 

70. Hoogere differentialen bij ingewikkelde functien. 
Als, in /(*,y)=0, # de onafhankelijk veranderlijke is, vond 

men reeds N°. 45... 0 = ^+ ^ d £ 9 stel = /; ; (1) 

waaruit volgt ^ = -^: M Nu wordt evenzeer 
° dx ox dy 

0 = ^ + ^ d X Bij dit differentiëren bedenke men , dat 
ïx dy dx 
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dy 



dx 



ten opzigte van y standvastig is te beschouwen, dat is 



, X = 0. (N. B. de grondslag der bepaling —^5 = ^-?\. Als- 



+ 



^jfd^ï} : (^)' (ook ver * < 7) N °- 6a * ak * eD 

daar « = * stelt). Nu is 0z=?£-+?£- d -l, . . . U) datis 

da; dy dx w 

+ HaTFy +57 ^x-' + Jy ïïi--( 5 )' d,e0 » 8 JP leert 
vinden. 

Te, bepaling ™ g en g vindt men ver de, 

_V/lyy +6 f__V 2 __V <iy vfrdrtxéPf 

T ' ïy» LteV ^ Us<>y + V dj d*"» + 5y J^" °' 

!^ + 5 -2!/- l^+io J¥—r d ^ ' + 1 0 /<* *\' 

+bJl/-( d l\+?l/f d !l\ J .UU »'ƒ dy^ 

(**\'+io iJLL j. 2 J_/_ iy+*lf, d j\ !!/ <*vy) 

W**/ ia*»dy ' Jasdy* da; dy> \ji*J Jy« <Jar»J 

+ 5 ( + 3 lf ii Y ' » + v * y - 0 
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71. Zij gegeven ƒ s) = 0, waar x en y beide onafhankelijk 

veranderlijken zijn , zoo is N°. 46 afzonderlijk , ^ + 1^ ^=0=/ , , 

dx dz dx 

*f*fdz_ . 

— t— — — " — — V ^— /») t . . • • • • i • • « • » lil 

dy dz dy 

waaruit en ^ op te lossen zijn. Nu moet ook evenzeer 
dx dy 

Tï^dT dx"~ ' *y <ty~~ * ^ ' 

*A+*Ap = 0; (2) 

dy dz dy 

waarbij echter is vooruit te zien, dat de beide middelste dezelf- 
de uitkomst zullen geven. Men verkrijgt werkelijk de drie 
vergelijkingen 

>V , 2 *L ^+ï±( d J.\+U£i =o, 

dx* di~dz dx^ dz % \dxJ dz dx x 
d*f d*f dz * l f dz d*f dz dz ^ df d % z =Q 
dx dy dxdz dy~*~dydz dx dz* dx dy dz dxdy 9 

J V. o »'/ . f-*V+^— = 0; (3) 

. 5 ei 1 z <Z* d l z 
die ook voldoende zijn om de drie grootheden —, ^j^» jj% 

op te lossen. 

Het is klaar» hoe men hier verder kan gaan om de ver- 
gelijkingen af te leiden voor de hoogere differentiaalquotien- 
ten : haar verband met de formulen van JN». 70 is duidehjk. 

72. Zijn er tusschen de onafhankelijk veranderlijke x en de afhanke- 
lijk veranderlijken y en z twee vergelijkingen gegeven ƒ (x, y, z) =0 , 

ƒ,(*, y, *)=0, zoo heeft men naar No. 47, + g + 
+ Tz Tx = 0Z=Zfi ' ^7 + ^7 dx Tz dx '* %m ^' 



d v dz 

©n 3 — 
dx dx 

door de toepassing der formulen (1) voor f t en /, (2) , 

*'ƒ dy^f(dj\* 2 ^d^ ^f dyd £ 
dl?+ dl?dJTx*dy>\dxJ T <i* T tyd*d*<i* 



waaruit nu en -r- zijn op te leasen. Deze geven verder, 
dx dx 
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* ïz\dxJ ïy dx* T ïz dx % " 9 w 

<2*v d x z 

en eene dergelijke voor ƒ, ; uit beide zijn dan en — op 

te lossen, na substitutie der reeds bepaalde waarden van 

dy dz 
_£ en — . 
dx dx 

73. Bij de toepassing der N°\ 70 — 72 kan men in den regel lie- 
ver dus te werk gaan: 1°. afleiding der formuien (1); daarop 
de bewerkingen, in (2) aangegeven, toepassen, zonder die 
uitkomst regtstreeks uit (3) af te leiden ; men bedenke daarbij , 
dat de middelste der vergelijkingen (2) in N°. 71 moet 
wegvallen. 

d* v 

Oefeningen. 1°. Men zoeke j^f uit: 9 —l/p* — o f (*— />)» + (y — 9 )*= 

= r»,»*y*+j* q , y* =pi+?ï«,*=p+r(y-ï)ï,(f» + = 

sspM* 1 —» 1 ). — 2-4y+^-5 = 0,^(y-f*)»— ^(y— 

= lKp 1 , x=pBgco*. p SZÏ— is(2py*— y*). 

2°. Men *oeke uit ... x» +y> +«i = r*. 

3°. Men zoeke en ^ uit *» + y*^.3z+p = 0 en 

z* — 2y>— * + 9=0; *»n.y— *» co*.* + y»=0 en **+**— yJ(x+z)=0. 

Men kan hier omgekeerd ook tot differentiaalverge- 
lijkingen geraken (zie N°. 45). Alle uitkomsten hebben 
reeds dien vorm: men kan daaruit één of meer standvastigen 
elimineren. 

B. v. y»=/>«n.* + f«».* geeft + + Èy = 0; 

ey=pe' + qe-< geeft ^+ (gf) =1. 



74. Tot toepassing bepale men de differentiaal-quotiënten van 
/(aj+as, c,+cjf,...); waar a,è,c, ... a,, 6,, c, 

standvastigen zijn. Stel a x +a#=y , 6, +aar=s, c, +c*=ta,... 

dan -J1=U d ±\U d J.^l <*Jf + «.-^+»?/+« 
dx dy dx ^z dx dw dx <ty dx 

en hieruit weder £f =a> 2 ao + 6» ^/+2 ac 

aar" ty* óydz dz* oyöto 
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d m f s \ 1 1 \" 
symbolisch. Evenzeer zal ook ~-=z( o r +Jr + «r +»• ) 

t/x" V « / 

zijn, want geldt zij voor n, zoo zal zij ook voorn + 1, en dus 

algemeen, gelden. 

§ 8. Zamenhang tusschen eene functie en hare opvol- 
gende differentialen. Ontwikkeling van functien. 

75. Uitbreiding van § 3. Men vond N°. 31 vergelijking (2) 

/(A)=/(a) + (6-a) ƒ'{« + * (/>-a)}. [0 <*< 1] (1) 

Stel c voor b en ƒ ' (ar) voor /(ar) , zoo is 

f'{e)=f'(a) + (c-a) ƒ' {a + <5(c-a)}. [0 < « < 1] ... (2) 
Neem c = a + 0 (ö — a) , dus c — a=trö(6 — a), zoo wordt (1) 
f{b) =/(a) + (6-a) /•(o)+«(*-«)'/'{a + ««(J-a)}, (3) 
waar 44 = 0, kan gesteld worden, [0<4,<1], maarzij bevat 
toch twee 0. Om dit te ontgaan , zij 9 (x)=/(x) + (6— 
du S9 '(x)=:/'(x)-/ , ( a: )+(4-*)/"W=(6-x)/"( J :),9(o)=/(6), 
<jp (a) = ƒ (a) + (o— a) ƒ'(<*); substitueer deze uitkomsten in ver- 
gelijking (2) N°. 35 , 

^) =9 (a) + _^_ 9 '{a+ö(o-a)}, |0<I<1] I . • (4) 
waar men naar willekeur over p kan beschikken. Dan is 
/(6)==/(«)+(6^)/'(a)+^=^-{(6-a)(l-«)}/'{a+«(6-a)} = 

-/(.) + (&_.)/'(.) + _J^L_ ƒ> + » . (5) 

die nu slechts ééne 0 bevat. Voorp=2 wordt zij 

/(6)=/(a) + (6-a)/ / (a) + |(o-a)V'{« + ö(^-«)> ... (6) 
Verder schrijve men in (1) c voor 6 en f'(x) voor ƒ(#), 
dat is , f (e) =f' (a) + (c - a) ƒ "' { a + 3 , (c - a) } , [0 < d , < 1] ; 
stelle c=a + 0(6 — a),dus c — a =0(6 — a), en substituere die 
uitkomst in (6), zoo is f(b)=f(a) + (6-a) ƒ (a) + * (6-a) *ƒ'(<*) + 

+ 4fl(6-a)V'"{« + a i 0(6-«)}, (7) 

waar men weder Q=:6 tt [ö<0, <1] kan stellen, maar twee 

4 
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t behoudt. Stel nu in (4) <f> (x) = / (x) + (6 - x) /' (x) + 

+ *(*-*)'/». dus <»>' (*) = *(*-*)'ƒ'"(*)> »(»)=/(*). 
T (o)=/(a) + (6-o)/'(a) + i(6-a)«/'(a); zoo wordt zij 

ƒ (6) = / («) + (6-a)/ («) + * (6-a) •/« (u) + 

| (6 - a) j ( a + O (6 - «) j =/ (o) + (6 - a)f (a) + 

+*(*-«) V W + 2^^U/"l a +« (*-•>}• W 

die voor p = Z geeft / (6) =/(a) + {h - a) f («) + 
+ * (*-«0V W + t!t (&-«)'/" |« + «(»-«) I ( 9 ) 

■ 

76. Om nu eene reeks te verkrijgen, die alle opvolgende differen- 
tialen bevat, en wier vorm uit N°. 75 wel is op te maken, 
stelle men, onder voorwaarde dat alle f f (x) doorloopend zijn, 

9(*)=tf«) + M/» +i!iM , /"W+- 
•••+Y^ L ,"7^( 6 ~ ^c )"" , /"" , (*)• w a a ^t volgt 

(6-*):- ƒ"(*); *(*)=ƒ(*). *(*)=ƒ(<*) + 
+ (*-a) ƒ (a) + * (*-a)« ƒ' (a) + ^ (&-«)'/" («)+.- 
. . . + -^i^ (6— a) — 1 1 (a). Substitueer deze waarden in ver- 
gelijking (4) van N°. 75, zoo is * 
/(») = ƒ (a) + (6-a) ƒ («) + * (6-0) ' ƒ ' (.) + ^ T (4-.) >f'"(a) +. 

••. + i ^I7,(^)-'/-'(«)+-B. 

= ï^'^£)-^ {«+*(*-)}, [0<I<1] 

Men kan nu in R over p beschikken ; stel p=n en />=1 , zoo wordt 
Ö.>MH } en 5=^.^1^/ ' ( a+* (6-a) | , 

...[0<tf<i]; (i - ) 

waar $ afhangt van a 9 b, n en en overigens niet nader te 
bepalen is. 

Stel tot toepassing f (x) =zLog.x t zoo is naar N°. 53 , voor 6— a=A, Zoy. (a+A)= 
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Voor 0=0 en 6 — 1 tomen er twee grenswaarden voor Zoy. (a -f A). 
77. Stel nu a-=zx % b=x + h t dus 6 — a = /., zoo wordt (1) van N p . 76 

f(x+h) =f(x)+\f' (x) + il/" (x) + . . . + • (x)+R, . . (1) 

waar R = -^jj]— ƒ"(* + «*) = p„- ƒ" (•+«*) = 

^S-/' • £0<«1] 0') 

onder voorwaarde dat alle ƒ ' (x) eindig en doorloopend blijven 
tusschen de grenzen x en x + h van Beze heet het theo- 
rema van Ta y lor. 
* De reeks voor e» geeft voor (l) de symbolische uitdrukking + = 

= « .ƒ('),••.(>'), waarbij, na de ontwikkeling van e dx , de (•£;)ƒ(*) = 
= ~dxT wor< * en geteld. Hieruit volgt verder =/{x -f- A) — /{*) = 

= (/ r *-l)/(*)... (l')en AV(*)=C* d ~-l) /.(*) (1*). 

Stelt raen a = o en bzzzx, dan wordt (1) N°. 76, onder 
voorwaarde van de eindigheid en het doorloopend blijven van 
alle f(x) tusschen de grenzen 0 en x van x, 

ƒ (,)=ƒ(<» + ?/> (0) + fl f(0) + ... + ^ r '-/-' (0) +*/... (2) 



waar J? = /' (« •) = fir f (« •) = 

= ^^-/' (««) (2*) 

Deze heet het theorema van Maclaurin, 

Stelt men 6=0 en a=a?, zoo geeft weder (1) van'N 0 . 76, 
onder de laatste voorwaarde, 

/H=/K0)+|/' W «+*•... (3) 

= J =-*S^-/"(^). (3') 

waar ê voor 1— 6 is gesteld. 

4» 
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Deze heet het theorema van Bernoulli (Jacobus), doch 
is niet van die uitgebreide toepassing als de beide voorgaande. 

78. Wegens de onbepaaldheid der 0, kan de R alleen in grootste 
en kleinste waarde worden bepaald. Dit bezwaar kan men 
ontwijken, door de reeksen tot oneindige te maken, mits dan 
ook Gr. i2=0, voor Gr. ao . Ten gevolge der afleiding 
blijkt, dat die reeksen dan convergent worden. 

Omgekeerd zonde men uit de convergentie der reeksen niet tot de stellin- 
gen (1), (2), (8), N°. 77, mogen besluiten, omdat zeer wel Gr. R niet ge- 
lyk aan nul, maar aan eene bepaalde eindige grootheid zonde kunnen zjjn, 

die dan het verschil tusschen het eerste en tweede lid zoude uitmaken. Zoo is 

ï 

b. v., voor vergelijking (2), «~ xl , eene functie, die, zoowel als al hare 

diflerentialen, nul wordt voor x = 0; f(x) en ƒ(*) + ƒ>«"** , zouden dus 

dezelfde convergente reeks leveren ; uit de reeks mag men dus niet tot eene 
waarde f (x) besluiten. 

Men heeft dan, als telkens Gr. 22=0 is, — die R heet de 
laatste term of de rest — , 

f(a+h) =/(a) + \f («) + («) 4- . . . , 

ƒ(*)=ƒ(<))+?ƒ' (0) +£ 2 /'(0) + ..., 

ƒ W=/(0)+?/'W-gj ƒ•(*) + •.. 

79. Zoodra de vorm der f(x) gegeven is, moet men de rest na- 
gaan, om te zien of zij nul tot grens heeft. Daarbij kan men 
dikwerf met vrucht de stellingen toepassen, dat Gr. q> (n) =0 

is, alsG^.^^^<l,ofakGV.|ry,<lis;d^t(^.9(n) =oo 
<p[n) 

is , als beide grenzen > 1 zijn. 

Al leert de vergelijking (2) N°. 77, hoe f(x) kan ontwikkeld 
worden in eene reeks naar de opklimmende magten van a?, kan 
de vraag ontstaan, of dat op meer dan ééne wijze mogelijk 
is. Het ontkennend antwoord vindt men N°. 140. 
# 80. Stel in vergelijking (1) van N°. 35, 6=a + A, zoo is 

/(«+ff-/W | = />±lg, flXKi,. 

9>(a+A)-.<p(a) <p'(a+êh) 
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Heeft men ƒ(<*)= O, 9(0) = O, zoo wordt ^ g + ff =: 

9 (a + h) 

=/^±fg = 4^±M..(l). Isnuook/(«)=<W(«)=0. 
zoo geeft (1) evenzeer <— ^ = -r-^ — 1 — ^ » e » dus naar W 

_ v — ! — i = - — -; op dezelfde wijze voortgaande, wan- 

q>(a + h) 9"(«H-*i) 

neer de n eerste f* (a) en 9' (a) verdwijnen , alle f* (a) het- 
zelfde teeken behouden, en alle differentiaal-quotiënten door- 

loopend blijven , verkrijgt men J — ' — - — } ( , . . (2) 

qp(a + A) <j> w (a + A„) 

waar altijd h n -=zêh is [O<0<1]. 

Zij <p(j7) = (a?— a) B , dan zullen de n eerste 9' (a) aan de 

voorwaarde voldoen, /(a) = l""; dus wordt (2) ^ ^-t* ^ = 

= r{ \T,! h) W- StelA=^a=0zoois/W=^/-(^)..(4). 

ƒ{*) /(*) 

Als toepassing zg de grens te bepalen van als ^ . . . . (a) 

nul tot grens heeft, voor Gr. x = 0. Indien dan de n eerste /> (x) doorloo- 
pend blgven, aullen de (n — 1) eerste, wegens (a), nnl worden voor s =0. 

/(*) 1 

Aan de voorwaarden is dns voldaan, en men heeft Gr. — ir = r«77/*( 0 )' 

x 1 * * 

De formule (8) geldt indien f(a) = 0 ; anders wordt zij , als men x voor a 

. ... /(« + *)-/(« ) /"(*+flA) 
schrijft, — = — ^TJl — » reeaa N°. 31 gevonden. 

81. Het laat zich verwachten, dat eene functie van meer veran- 
derlijken te ontwikkelen is, of, even als bij het theorema van 
Taylor, naar de magten van hare aangroeijingen , of, zoo als 
bij dat van Maclaurin, naar de magten der veranderlijken 
zelve. — Daartoe beschouwe men /(x+ht, y+kt) —F(t) 
als eene functie van t, als onafhankelijk veranderlijke, — 
waarbij dan F(\) =ƒ(*+ƒ*, y + k) wordt; — zoo is, naar het 

theorema van Maclaurin, F(t)=zF(0) + ip(0) + ^L? B '(0) + ... 

l 1 & 

•••^l^Ti^'W 0)« Stelnu* + A* = u,y + ** = t>, 
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zoodat ^*±=A, ^ = /fc is, waar «ene beiden van * afhangen; 
at at 

-^0*^* + *^** + ^*». en,. 

Voor % = 0 , wordt u = a? en 0 = y , derhalve (0) = 
«/(..,). P(0)=r|{* + ^*. (0) = |1/ *• + 

-+-2— Afc-H-^ £ 5 , enz., en in het algemeen symbolisch 
ex dy ey 

(zie (3) N ó . 64) F" (Q)= Q^h + ±-ky Vf; noem deze 
ƒ,(*>, y T A, *). Hierdoor wordt (1) ^a/fc-f A*, yH-**) = 

De«e Schrijfwijze heeft het voordeel, om ook tot het uit- 
drukken van de rest R te kunnen dienen. Naar (1*) N". 77 

is toch R=^F*(Ót) = ^J n (x + 9ht t y+ékt % h,k)..(2') 

Stelt men eindelijk <= 1 v zoo is f{x + h,y + k) =>f(x t y) 

+ ƒ, M) +~ / 1 (*,y,A,A)- r -...+ pi—/,. , (*,y,M)+i2,(3) 

waarbij i2 = p^-/. + * A, y + A, k) ; (3-) 

hierin is nu /„(*,y, A, *) t= ^A+^J <*y . , . . (3 *j 

Dit is nu het theorema van Taylor voor twee veran- 
derlijken symbolisch voorgesteld. 

Het levert /(* + *,» + *) =s ƒ(#,,) + (|/ * + |/!) + 

+ UF 1.2 + S*ï)y 1.2 + Sy' T7ï) +••• + •" W 

Stelt men a? = 0, y = 0, en schrijft dan a? en y voor A en k 9 
zoo worden de overeenkomstige vormen van het theorema 
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van Maelaurin ƒ (x, y) = ƒ (O, 0) +/, (O, O, x t y) + 
+ ï 5 5 / l (0,0,«,y) + ...+ r i rri /.- l (O f O > * fa f) + A . (5) 

«=p7r/.(^^y,*,!f). ( 5 ') 

met de vergelijking (3*) voor ƒ„; 

. /(.„) =/(.. ») M^]>([^].5t 

Het is duidelijk, hoe men te werk behoort te gaan bij 
meer dan twee veranderlijken. 

§ 9. Verandering der onafhankelijk veranderlijke. 

82. In het geval, dat er slechts ééne onafhankelijk ver- 
anderlijke x is, moet men nagaan, wat er wordt van 

dy d^j <Ty , waarbi . dx gteeds ona fhankelijk van x wordt 
dx dx* dx" v J 

gedacht, zooals reeds de vorm aangeeft), als x nog van t 
afhankelijk wordt gesteld, dus t de onafhankelijk veranderlijke 
wordt, dx is nu niet meer standvastig, maar hangt van t af; 
d l x y d 3 x zijn dus ook niet nul. Men heeft 24) 

*ï = p.*!, en hieruit ^ = ^:£ (1). 

dt dx dt dx dt dt w 



d d 4 , d. d 4 



. d*ydx 'dxdx 'dx /dx d l y 
Verder naar deze ^^ = ^^7 = ^7 = {dïJÖ ~ 

dy d l x\ /dx\* * d*y /dxd 1 y dyd*x\/dx\* t f 

"di dvJ'UtJ ' 1 dF—\dtdt* dtdt'J'Ud ; 



cl. 



. d*y dx dx* r-dx cd* x d i y .dx d* y 
en weder _- = —-- \dFdï+Tt cW~ 

d*y d l x __dy <£_x\ _ ^ d[x /dx d* y _ dy d l x\ /dx\* 
dö ~~dt dt*] dt % \dt dt* dtdt*)S\dt)' 
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j ^' y _ fd*y fdx\* d* x dx dy ~d l x d*y dx , 
US dlrJ 1 "~ \J7 ) ~ dt> Tt dt ~ d£ dF dt 

KSO" ÏKSO' ■ •' «• 

z^b.». «t. f» » q= 

d /d n y\ dx 

= — Ijfip, ) ; ^» " e '<> rma l en worden zeer zamengesteld. 

83. Hieruit blijkt, dat het bij eerste differentialen onverschillig is, 
welke der veranderlijken als onafhankelijk beschouwd wordt; 
niet meer bij hoogere differentialen. 

♦Zij b. v. y=x«, dy = 6x*dx, d*y = 30x*dx» (1) (waar dx stand- 
vastig). Stelu = x', das y = u 3 , dan is dy = 3u' du = 6x* dx, d» y = 
= 6udu» = 24x*dx* (2) (waar du standvastig). Stel z = x«, dos y = z* , 
dan is dy = 2 2 dz = 6x 5 dj?, d>y = 2dz* = 18x* dx« (3) (waar dz standvastig). 
Dus is dy altyd hetzelfde, d*y niet. Stel nu in het l e geval dx niet meer 
standvastig, zoo wordt d*y = 30x*dx* + 6x 5 d*x (4). In het 2e geval 

wordt 1 = 1/», d*x = ~~~ U . = — — (2-): in het 3« geval 

— 2dz* dx* 
2 = ^j, d» x = ^ ^ =—2 -— - (3*): en hiermede zijn juist de 

beteringen van (4) in waarde en beteeken is gevonden, die (2) en (3) zullen 
geven. 

84. Men kan deze vergelijkingen ook gebruiken tot verificatie van 
uitkomsten, verkregen in de onderstelling van dx veranderlijk. 
Maak dan, door d*xz=zO te stellen, dx tot onafhankelijk ver- 
anderlijke en substitueer daarop de vergelijkingen van N°. 82, 
zoo moet de gegevene formule terugkomen. 

adxdty -f 6dy d*x 

Zoo zoude eene formule n = achtervolgens geven 

dx* dy» 

adxd l y dxd'y — dy d* x 

P = j 1 . 1 1 = 0 j x . j h » das 18 de eerste val 9ch« 

r dx 1 + dy' dx' + dy 1 

85. 1°. Het geval, dat < = y is, waarbij y en x van rol verwis- 
selen <rwft d ± — 1 • d * * » — _ ^ * Y^V <,,3r — 



= { 3 WV -T 9 dï\\d5) ' enz - 



Toepassing op het differentiëren van omgekeerde functien , b. v. Bgntux, Bg tg. x. 
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Voorbad. Dfl Tergelykingon x P = ^ {l + = £ï> 

=-{-CS)'}^-{-C-0T^ 

terug te brengen tot y als onafhankelijk veranderlijke. Evenzeer de differen- 
tiaal-vergelrjkingen 0 + x^+i>y = 0(2),(r»-x»)^--rx|| +py =0.(3). . 

2°. Alsx=2>$-r-£ lineair gegeven is, wordt ~ = p, ^ = 

= -r t- = P^> -rr~P T~f- • t-=1> 1 enz.; ui het 
da? dar aV r dxdx dt dx* 

d'x m d'y 
algemeen:— =,> ^. 

86. Oefeningen. 1°. De veranderlijke x te doen afbangen van de nieuwe onaf- 
hankelijk veranderlijke t in de uitdrukkingen K°. 85, voorbeelden; 

rf*y du . . d*y dtf 

<i* V x dv p 1 v 
+ Py «„.»< = 0; jJ-ri^i 5x + ÏTr7i = <>. * - = tóu<,8eeft 



d 1 v cf" v du d m + l v 

^ + ,., = 0, al. « = .., g«ft J = en ^' d -pTT = 

= 3f ^'a^J- n L X *d^>> = Ul-V «y^bolücb; 

8°. in de uitdrukkingen N°. 85, voorbeelden, x te vervangen door t, als 
x = rco$.t is. 

87. 1°. Wanneer de nieuwe onafhankelijk veranderlijke t inge- 
wikkeld gegeven is door eene vergelijking f(x t t)z=z0, zoo 

dx d* x 

kan men (N°. 45, 70) x, -7-, jt» • • • m < uitdrukken; deze 

CL t CL l 

uitkomsten in de formulen van N°. 82 overbrengende, ver- 

krijgt men de verschillende — ~ uitgedrukt in t en de ver- 
Éi x" 

schillende 

dt' 

2°. Bevat de ingewikkelde vergelijking ook nog y> b. v. 
/(a?,y,<)=0, zoo zijn x en y beide functien van en moet 
men gedeeltelijk differentiëren (naar N°. 38 en 64) ; men kan dan 
dx d* x .111 . dtt d 1 v 

^dï' dF 1 '" UItdnikken m W' • • • en nn 

kan men weder overgaan tot het substitueren in de formulen 
van N°. 82. 
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Voorbeeld. Is gegeven ƒ (x, y , t) = x cos. t -f y na. t — a = o , zoo rindt 

dy cos. J f dy d- y 

men -r = 



dx dy dt* dx* 

a sin. t — y — «n. t cos. t 

{2y«w.t-(l +«n.it)o) jf + 2co »-\5?J + (a«n.i— y)**.*^ 



cosM. 



^a«n.t — y — «n.««w.<^- ^ 

Toepassing op de voorbeelden van N°. 85. 

88. Het komt wel voor, dat de vergelijkingen f(x, t) = 0 , ƒ (a;, y, *) = 0, 

d x du 

ook differentiaal-quotiënten — , ~, . . . bevatten. De gang 

van het werk verandert niet, maar het kan gebeuren, dat 

dx 

alsdan enkele der x % — , niet in de overigen kunnen worden 

dt 

uitgedrukt, en deze dus in de uitkomst blijven bestaan. 

dx dy 1 dy d*y 

Voorbeeld 1. Zy gegevon # = -77; zoo vindt men -7- = - 77» -j-, = 

dt dx y dt dx* 

= — ^ 3 {y + GïO }' ^P* 88 "^ °P de v0 <> rb «elden van NP. 85. 
Voorbeeld 2. Zij gegeven f\x , y , t) = * + (^jQ '-1=0(1), 

zoo vindt me n^=^^^{.-(^) J },^=^:{t-(^) l } ï . 
Toepassing op de voorbeelden van N°. 85. 

(dy rfix dx d-y^\ 

KdxV ^dvAMI dy d*x dx d*y dx d*x 

dy d 2 y 

+ T~ TT = 0 is , 
^ dt dt 1 ' 

dy d* x f dx~\* d* x dy d*x dy d'y dz 

r = dt 7t* + Vd7 y dv- : d7 = d7> : d7» ook = "~dF : d7 ; 

89. Om van de uitkomsten der vorige N u * terug te keeren tot de 
oorspronkelijke formulen, kan men N°. 82 niet gebruiken, omdat 
dan nog de nieuwe veranderlijke behouden blijft, die men 
juist wil elimineren. Men moet dan regtstreeks den weg zoeken. 

Wil men in voorb. 2 , N°. 88 van (3) met behulp van (2) tot (1) terngkeeren , 

dx dx ifdx^ 1 /di/V | 
zoo moet men dus redeneren : = -jj: \s j \jf t J 4- ) I » < * us dt* ~ 
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| d*x 



(dyy d*j dr dy\ ( f^fV f d S\* \ 1 
KdtJ ~~ do dt dt) '' [KdtS + \.dtJ j ; dt - 

(/^V /'dy V » y \d*y Sdx\* d- x dx dy) 

5 1 go* + g? y i *• en hierd °° r goeft **> wwkr (2) tenig - 

90. Het kan ook voorkomen, dat x en y beiden te veranderen zijn 
in t en u, waarbij dan t de onafhankelijk, u de afhankelijk 
veranderlijke is ; dan heeft men twee vergelijkingen ƒ(#, y, t,u) =z0 , 

«) = 0, die even als in N°. 87 behandeld, dienen 

li dy d*y • du d*u , . 

zullen om a?, y, , -^-f , ... in * , u — . uit te druk- 

a# da; 1 dt dt % 

ken, waarna men weder de formulen van N°. 82 kan ge- 
bruiken. 

Voorbeeld. Zij gegeven x=.rcos.q>, y = rsin. 9t zoo vindt men 
dr d*r /'drV 

Tx = d~r ' = Tr ' loep8SSln S °P de 

C °'' 9 dq> — r * 1n **' [cos.tp j^ — rrin, q>)* 

voorbeelden van N°. 85. 

91. Wanneer er meer onafhankelijk veranderlijken te 
vervangen zijn, volge men een dergelijken weg. Zij z=zF(x t y), 
en wil men twee nieuwe, onderling onafhankelijk veranderlijken 
« en v invoeren, zoo moeten er in het algemeen gegeven zijn 
twee vergelijkingen ƒ (a?, y, u t v) = 0 , /, y, m, v) =z 0, om de 
betrekking tusschen x 9 y en u, v te bepalen. Nu is vooreerst 
/N° 9R\ _^dz dx dz dy dz^dz dx dz dy ... 

du dx du"*~ dy du* dv dx dv dy dt>''' 

en verder 

*J> d J. + l/j. d JL + tfj = o & d ±+*A d i. ..(2) 

dx du dy du du * dx du du du ' 

ij, d. ?/, V, =0 IA dx if, *J ü_ 0>> f „ 

c> # dy dv dv 1 d x dv dy dv dv * ' 

Uit (2) vindt men ^ en uit (3) evenzoo en en 

du du dv dv 

hiermede uit (1) ^ en ^ uitgedrukt in ^? en 

K ' dx dy * du dv 
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Als men nu verder uit (1) bepaalt i-^, jjj-^-> ji» daarbij 

Ót éU Cv ^ 

bedenkende, dat — en -r- functien van x en y zijn, en dus weder 

dx dy 

van u en v afhangen; en evenzeer de vergehjkingen (2) en 

d 1 x d* v 

(3) gedeeltelijk naar u en naar v differentieert, om ^-j, 

d* x d*y d*x- d % y . .... . 

— --, -y—, -r-r, t-t, uit die zes vergelijkingen op te 
dudv dudv dv l ettr 

lossen; dan geven de drie eerste ■— , -— -j-, — m 

da; 1 dxdy dy* 

d 1 z d* z d l 2 .... , , dz dz 

-t-t, — — 5-, -^-T ; mits men namelijk de waarden van — en — 
du 1 dudv dv 1 " dx dy 

substitueert, die in het eerste gedeelte der bewerking bepaald 

werden. 

92. Voorbeeld 1. Zy f=x—y — u = 0, /, = x + y — v = 0, zoo komt er 
dz dz dz dz dz dz d* z d 1 z d* z d* z 

Tx = Tu + Tv' Ty = Tv ~ Tu> dx~* = dT« + 2 dTTv + dU* 

d*z d>z d*z d*z d*z d*z d*z 

2 JTTTT. + J7ï' 



dxdy~dv* du % 'dy*~du*. 'dudv^dv*' 

dz dz 

Voorbeeld 2 . Zg gegeven s = rcos.<p t y=ran. q> ; men vindt ^ = cos. <p — 

dz l . dz dz dz 1 d' z d l z 

— j «n. g>, T~ — T 9 + T ~ cos. tp , = — ■ cos.* 9 + 

dg> r dy dr dtp r dx* dr* 

/d'-z 1 dz 1 \ / rf- 3 1 dz 1\ 

+ an - 9 w» ^ + * r ; ~ wn - 2 * 7- ^ r-;. 

d*z I . /d* z d* z l dz\ / d* z 1 dz 1 \ 

_ = i «„.2*^— -^^-^+co,.2^^ ; -^ -J. 

rf* Z d> Z . , . . /<**Z l dz l\ / d*Z 1 dz l \ 

dy* dr* v \dtpi r l dr r/ ^Vdrdp r d<pr* J 

Oefeningen. Wat worden in beide gevallen de grootheid \s 1 1 -f (jj^ + 

/dzYl dz dz dz dz 

+ W J [ ( 1 )en de ^rgelökïngen x j- y - y ^ = 0 .(2), x - -f y - = 0 . (3) , 

d* z d"- z d l : 
_- f _ =0 ...(4), f/ -— — = 0 ..(5). 

93. Wil men, bij het vorige vraagstuk, nog voor * eene andere 
veranderlijke w invoeren, die nu van u en v afhangt, zoo 
moet in het algemeen gegeven zijn ƒ, y , z y u, v, ta) = 0, 
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fx (x,y,ZiU,v t w)=0, ƒ, (x t y, z,u,v, w)=0. Nu blijven 
de vergelijkingen (1) N° 91, maar de volgende worden ver- 
vangen door 

dx du *y du \dx du dy du) ïu <Hü du ' 

*J\ dx dy l^/dz dx dz dy\ V, 

d# ds \d:c dv cty dry dt> <2u " 

met een dergelijk stel voor f., en f s in plaats van Uit 

de eerste vergelijkingen dezer drie stelsels, kan men vinden 

dx dy dz dx dz dy /ox . . , . 

— , — , en -7- -T- + -7- i (") > uit de tweede vergelijkingen 

du du dx du dy du v 

^5, ^ en - - + - ^ (4). Substitueert men bij (3) en (4) 
dv dv dx dv dy dv 

de beide eerste vormen telkens in de laatste, zoo heeft men 
twee vergelijkingen ter oplossing van ~ en Men ziet, 
hoe hier de vergelijkingen (1) N°. 91 , onnoodig zijn geworden. 

94. Voorbeeld 1. Z\j /, = r cos. 9 coa.y — x = 0,/, =rco$. »«n.*— y = 0, 
/, = r sin. 9 — z = 0, met 9 em|> als nieuwe onafhankelijk veranderlijken. 
Men vindt 

fdr . \ , dr • 



d* _ 

COS. 



dV 



^ _ <P+rcos. 9) cos. 9 «n .y- d j u cos. * 

dy- fdr ^ 

* eos.q>[j-cos.9 — r8ifU9 J 

Toepassing op de oefeningen van N°. 92. 

Voorbeeld 2. Ztf + *)=*— |y , l/(p — *)=» + *y,* = ^/(p-*)' 

d 1 z dl z dz 

dan vindt men voor de vergelijking — (p— *)^ t + = 0 bier 

d' 10 to 



dudv 4(u + t>) 

♦95. Ook voor meer onafbankel\jk veranderlijken blijft de weg dezelfde, als in 
N°. 91. 

Voorbeeld 1. x = r cos.ycoa.y, y = r co«. 9 sin.y, z=r«h.t gegeven, 
waarbij nn r, 9, ip de drie nieuwe onafhankelijk veranderlijken z\jo f die 
voor s, y> z in de plaats treden; 200 vindt men, als u eene willekeurige 
functie van y, », dus ook nu van r, 91, voorstelt, 
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du /du du 1 *\ du sin. y» 

5— = l 3— cos. if — 3f- - «n. yi ) cos. >p — 5— , 

dx \Pr v d» r J rcos.tp 

d u fd u d u l ~\ du co*. ifr 

^^-co*.*-^ - »in.*J «„. v , + ^ , 

du du d u l 

dl = Tr Sin ' 9 + d^r C0S -* ; 

d* v d* u d u 1 d* u *tn.* 

da:* dr- dtp- r 1 dit- r 1 co». 1 <p 

d l u 1 d* u 1 d* u sin.tpsin.2ip 

- m~ 9 r ^- 2 ^ m ^ - d7^ r + dTr* —coi^r - 

d u 1 d u «n. 9 

— < (tin.' y -f sin.* 9 co»*y)— 5- (*w.'tp — 2 co».* <r cos.-*) -f 

Or r * üq> r* cos. <p 

d u sin. 2 

d y r* co*. * 9 ' 

<M * dt u d*u 1 d*u cos.*\p 

577 = ar* c<Mr - * ^~ d^rT^^ * + d^rrr^T^ ~ 

d«u 1 . d*u l d*u sin.Qsin. 2tp du 1 

du «n.» du nn.2* 

+ f 5- -— (co*.** - 2 co,.» „ «,.« «,) - 77^^;' 

J 1 !! (^11, d» u 1 d*u 1 du 1 

^ = ^« W - , * + d-^'rT C ^ + ^7^ 2v+ d7 "r™ * ~ 
du 1 

d 1 u d* u d» u 1 

d* u *m. * cos. v d> u l d* u 1 

~ 57* — C0 T.i-V-'^r 9 V in ' 9 9 * + 'r C0 '' 2 * - 

d* u *tn. 9 co*. 2 * dul d u «in. 9 *iu. cos. y> 
■ 5^ ^ ; «*.* v sm.*co*.v+ ^ — (2co*.*, + l)- 

d u co*. 2 v 
dv r* co*. 2 v» ' 

d»u d*u d* u 1 d*u l 

ïffi = 57** n - - 5^- r T * ««• # * + 57^ 7 co*. 2 , co*.^ - 

d* u sin. <p sin.ii d* u 1 du 1 

rco*., - ^7 ♦ + Tr r ~ 

du 1 

d* u d* u d* u l d* u 1 

d7dl = ^* , ' n -» coa - <p,, ' n - ,p - s^;ï ^ + 573; 7 oM - > »* n -*+ 

d*u «n. y co*, v d* u 1 du 1 

+ r — r- + 3 — y- — cos. v — 3- — «n. 9 cos. <p sin. y — 

^ drd^ rco*.^ d«»d^ r T dr r 

du 1 
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Toepassing op den vorm P = ^{(^) + (^)* + (Ir")'} ■ • ( l ) 

di u « d* u 
en de vergelijking ^ + ^ + 3^7- = 0 (2) 

Voorbeeld. i-'=^ + ?J + ry + » 2 , y' = />, + j + r, y + , t z , 
z'=^, +g,i + r 1 y + « 1 : (1) gegeven zijnde, vindt men 
du du du du du du du du 

di=* F? +*» 'dy + dT ; r v =r d*' +r « d7" + r * 

du du du du d* u d 1 u d* u 

dl = • dF + •« d7~ + ^ ; ^ = 9 ^ + ?,t W> + 

d* u d' u d' u d* u 

+2 ^^d7 7 d7 + 2??l dT 7 d7 7 + 2 ^^ dT^"' enz - 

Toepassing op de beide voorgaande vormen , met gebruik der voorwaarden 
g l + r i +,i = l f ?J l +r,i +,,1 = 1, 9a i +r s i +,,1 = 1 (2), 
99i +r*i +»«i=0, og 4 +rr a +„, =0, 0, + r , r, + $ t «, =0 (3). 

§ 10. Differentiëren van fnnctien met 
complexe veranderlijken. 

96. Wanneer de veranderlijke complex wordt, van den vorm i 
(t=|/ — 1), zal eenige functie f(x-\-yi) den vorm X+- Yi ver- 
krijgen. In deze vergelijking Zz= f (x +- yi) = X +Yi (1) 
zijn echter X en F niet willekeurig (d. i. het omgekeerde 
van (1) is niet altijd waar), maar aan zekere voorwaarden 
verbonden. Men heeft, daar x en y niet van elkander afhan- 

dZ dZ*z dZ dZ dZïz .dZ , dZ dZ dZ , a . 
gen, _=_,— = _-- =i— , dus --:= T =t (2) 

dj; cfedar dz dy dz&y dz dz dx dy ^ ' 

. /dx .dy\ i/dx .dr\ dx dy 

^-?= — . . (3) , als bindende voorwaarden van X en K. 
dx dy 

Hiermede wordt 

dX .d_K /dX .^JVy 

dZ __ rf(X-f-Fi) _ d^+^ + Vdy** dyj ds 

. di j .dy , dr .dx. 

verder =^+»^, of =^-t^; (4) 

beide uitkomsten, onafhankelijk van Deze eigenschap kan 
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men ook als bepaling nemen en daaruit (3) afleiden. Zulke 
functien noemt Cauchy monogene; andere gelden niet naar 
het gewone begrip van functie (N°. 1). 

Er volgt nog — + y- =0, ^ + ? _ =0 . . . (5). 

97. Uit (2) N°. 96 volgt ^^^J =ƒ<(*), S^M - 

<*j? az ai/ 

=<*S?=vw. w 

die dienen om functien van complexe veranderlijken te diffe- 
rentiëren. Omgekeerd leeren zij, als zij tot ware uitkomsten 
voeren, dat de functie eene monogene was. 

Dit laatste zal nu te doen zijn voorde eenvoudige functien; daar- 
toe zal men eenige uitkomsten uit de algebraïsche analysis behoeven. 

1°. x-t-yi — r(cos. g>-Hsm.qp) = rc<M (r is de modulus , qp de 
amplitudo) ; dan r* +y* , tpzzzBgtg. ± (als hoofdwaarde) ; 
verder 2°. (#-r*yt)' (cos./>i?H-tsm./><p) (theorema van de 
Moivre) ; 3°. e*+' 1 — e" (cos. y t sin. y) ; 4°. I (x -+- y i) = 

(e* — c~ T ) jt cos. x; 6°. cos. (z + y i) = (c' -r-c - ') | cos. ar — 

8°. Bgsin. (x+yi) ^Bgsin.p+il^+y^; 9°.Bgcos. (x-hyt) = 
= tycos. 0 + i 1 ; 10°. % tg. (x+y i) = ^ tg. ^J^^ I 

+ i * 'T^S^TZ^rS in 8tot 10zijnvoor/(*+yfl=j>+?t: 

a* = cos. 1 /? = i (1 - x* -y s ) + j |/ { (1— ^ -y>) * + 4y 1 } , 
(J> = «n. Vp = i (1 + ** - i V { (1+** + y 1 ) - ) . 
/* = (! + •• 

98. Nu is — (*+yt)' = ^ { r' (cos.|?g> + tsm. /><?>) } = 
p r f " 1 (cos./> qpH-isin./? 9) ~ r > (— p sin.p 9 4- t/> cos./? g>) ^ = 
=rp r* " 1 (cos./xp-B'sm. /> <j>)cos. qH-p if ' (t stn. py+cos.p q>) -stn. 9= 
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(cos. { (p — l)q> } +isin. { (p— l)<p} ) =Jt? (*+y even- 
zoo is -^(s-hyi)' =:/>i(*+yty-«. 

Sy e * + " = 5^ = «*(-*n.y-*-ic<w.y) = 

= ie' (i«n.yH-c(w.y)=t«* + ". 

= i(e y +e-')cos.x— i (<?' — evenzoo 
— «n. (as -f-y t) = icos. (x+y i). 

^co8.(x+yi)z = z--8in.(x+yi), j- cos.(x-\-yi)=z^isin. (s-f-yt). 

alle voldoende aan (1) N°. 97. 

Ten einde verder b. v. Bgsm.(x-\-yi) te differentiëren, be- 
hoeft men niet de form. (8) N°. 97 te gebruiken; stel dan 
Jfywn.fx+yQr—p + gi, dus x + y i= | (e« + «-•) + 

+ 4 c<».p. Hieruit zijn (naar W°. 45) ^, 

d# dy 

|j f te vinden, en dan is J? ^«n. (* + y<)= ?J + 



-h t* d -£= 2 ( gf + *~ f ) CQg » V + — g ~ f ) ff = 1 

dar («*+«- f ) 1 co*» * p -t- (e< -ó"') 1 sin. 2 p cos. (p+qi) ' 

dy dy («'+*-») «co*. >/>+(«'— e-'^n.^"" 
~ «Kb+ffi E^nzoo, %cos. (* +y 9=j>+ stellende, 

da? 9 *( (C +yl ïx^^dx sin.(p + qi)* 
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Ook deze uitkomsten voldoen aan (1) N°. 97. 
99. Door middel Tan dit differentiëren naar complexe veranderlij- 
ken kan men soms belangrijke uitkomsten afleiden. 

1 p — rxt p PP ' r * 

reeds in N°. 27 gevonden. 

p _ l( 1 1 1 qx = 

2 °' pt+qtx 1 *~ 2i\qx-pi qs+pil' p l +q** x 

= « {-i— .+ — Dus naar N°. 53, 2>;_£-— = 

_ (-l)"l" l o;V 1 1 \ p . ga? — 

— Ti Vfa*-pt)" +l (3 a! -hP l ')■ +, / V-h? 1 * 1 

_ (^1)-1-V_> 1 _ 1 \ Stelt men 

- — T v(2*-po- +i &«+i»r*v 

P 

5*±pt = r (cos. <p±i «».<*>), r^^+jV, q>z=Bgtg.— , 

200is^ s+gl ^— (pi^^t^jèc+o l v ' yy o;*J 
?f_= H 1 )' 1 "'?' €08t {u + l)B 9 tg.£}. 

Hieruit volgt nog , voor n— 1 in plaats van n , q D'~ +q* 9 * == 
= 2>' Jfrfr.I? 1 " l a itf ' .m. (ziereeds 

N°. 57 , voor (p'-H*#») = 

(P* +« V)*' 1 3 * J 
3°. Bij het voorbeeld in N°. 90 stelle men «iifter*** ' > 

sw.yïl+rcw.yj. Dus —=~c<w. qp— ram. qp en ^ als 
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Waaniit dx* te vinden is ' nadat » J^ ,enIlieniit J^T , fi e8ïlllwti " 
tueerd zijn. Nog vo.g, hieruit (^J + 0 Q' + 

100. Oefeningen. Men differentiere | («>* 4- «">*), 77 («>* — <"'•), 
— 1 
^TT+lTTï. «*«*• + ■-"). '77 (.'■-«-'•). 'f e 7T+— • 

'7 ^/«„^ rn » 'fZ^I' co*.pz+i sin.pz,j i {(co*.pz + i*in.pz)' - 

— (co*. /? z — »«n. pz) r }, | { (co*. pz-f-i' situpz) r + (cos.pz — t'sw. p*) r }, 

cos. p z + i sin. p z 1 — itg.pz 

— : , . , .. ; als z = x 4- y 1 is. 

cos.pz — istn,pz' 1+ itg.pz' 1 9 

§ 11. Differentiëren van oneindige reeksen. 

101. Reeds in N°. 17 werd opgemerkt, dat de som van de diffe- 
rentialen der termen eener oneindige reeks niet mogt gelijk ge- 
steld worden aan de differentiaal van de som dier reeks; dat 



v . v 1 • idS dX a , dX. dX. 

of D,2X f =2£D,X f . (1) 

Al '\s Sx p convergent, kan vooreerst 2D m X f zeer wel di- 
vergent zijn, dan is (1) zeker onmogelijk. 

1 , 1 . 

B. y. voor JC f ~-stn.nj; ]b D x 2C f z^cos.nx. Nuis 2X f = «fl.ii* 
fl . n 

convergent, 2D m X f = Scos.nx divergent. 
102. De vraag, wanneer de vergelijking (1) N°. 101 waar is, blijft 
dus alleen te onderzoeken voor het geval dat 2X, en£D m X f 
beiden convergent zijn. 

Zij vooreerst ƒ (a?)=:a 0 -f-a, a-^a t x % -f- . . t (1) 

eene reeks naar de opklimmende magten van x', zij zal con- 
vergeren, indien 

5 # 
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G ,.r^±-^l!_-l , ) = er.r-^l- a ,l <1 is. Zij Gr. ilL = ï, 

zoo moet — zijn. Voor deze waarden van x zal ook 
de reeks q> (x) = a, 4- 2 a % a-h 3 a, -f- . . . . (2) convergeren , 

want hier is Gr. rfc±!>^-| = ör . rfiriKii i\ - 

= £-^ <1. Om te bewijzen, dat <p(x) de differentiaal van 

(1) is, neme men A zoo, dat ook — a<a?4-A<a zij, dan is 

f(x+h)=a 0 +a l (x + h) + a i (x + hy + (3) 

<p(x + h)=a l + 2a t (x + h)+3a,(x+hy+ (4) 

Daar nu vergelijking (3) N°. 31 voor f{x) z= x m geeft 

( a +h)'-x m =m ( x + ^A)- , l [0<«.<l], wordt het verschü 
A 

van (1) en (3) /fc±JSz£fe) = l a , + 2 a, (* + ê t A) + 

A 

+3a,(* + *,A) s + (5). 

Wanneer men nu altijd positief neemt, [0^a?<«] , — waardoor 

bij negatieve x alleen de teekens der coëfficiënten a te veranderen 
zijn, — en vooreerst deze allen positief onderstelt, zoo is voor 
A>0, de reeks (5) > 1 a x «+- 2 a x x 3 a 3 x* -f-...>qp (x) t en 
<la, + 2^ (a? + A) +3a, A)* +. . . <g>(a?4-A). Dus 

9 (#) + < <p (a; + A) ; dus voor de grens A=0, 

9(0) </(*)< 9 (*), dat is /'(ar) = 9(0). Is A<0, zoo 

/C-p-l-A)— f(x) 

wordt wel y(s)> v ' J v >y(a-hA), maar toch voor 

A 

de grens evenzeer ƒ' (re) = qp (a?). 

In het geval, dat y (x) en ƒ ' (0) nog convergeren voor 
0 = «, moet men in het bewijs A>0 en [A] v <« nemen. 

Wanneer in (1) de a f deels positief, deels negatief zijn , — 
hetzij oorspronkelijk, hetzij door verandering, als x negatief 
werd, — zoo kan men de positieve en de negatieve termen 

i) Door deze haakjes [] v wordt de volstrekte waarde (valeur absoluej be- 
doeld, dat is, genomen zonder op het teeken te letten. 
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afzonderlijk bijeen nemen, zoodat dan f(x)=f T (x)— /%(*), 
waardoor dan ook g) (ar) = y , (a?) — (jp) wordt Voor iedere ƒ 
geldt nu het vorige bewijs, en is dus f t (x) = <p l (*), 
f\(x) = qp 1 (#); derhalve ook weder f'(x) =g>(a?). 

103. Zij vervolgens ƒ(*) ==y 0) +v> + V ( x » 2 ) + • • •» W 
waar 1/1 (# , n) zekere doorloopende functie van x is , en de 
reeks convergeert tusschen zekere grenzen van jp. Evenzoo 
moet de reeks der differentialen <f> (x) z=\ft'(x,0) H- (<r , 1) 4- 
-f- v»' ( £C »2) +. . (2), waar ook (x t n) doorloopende functien van x 
moeten zijn, voor dezelfde waarden van x convergeren. Neemt 
men dan x + h zoo, dat zij nog binnen de grenzen van con- 
vergentie blijft, zoo verkrijgt men, op dezelfde wijze als in 

N°. 101 , = (#4-0 o A, 0) +y' 1) + 

h 

+V '( x +« 1 h,2)+ (3). 

Neemt men nu h zoo klein, dat de functien y'(x + O f h,p) 
van x tot x+h alleen afnemen of aangroeijen , — en dit is 
in den regel mogelijk, — dan is voor het geval, dat alle %jf 
positief zijn , de reeks (3) begrepen tusschen 1/ (x ,0) 1// (x ,1 )-h 
+ y/(*,2)+. . =9(0) en °) + 1) + v'OH-A, 2)+. . 

=9 (* + *), dat is 9 (ar) > /(* + *)-/(*) > A) , waarbij- 
het teeken > voor afnemende, en het teeken < voor aan- 
groeijende y geldt; in beide gevallen is voor de grens 

<p(x)=f(x) ; (4). 

Wanneer die kleine waarde van A eerst voor den mden 
term en volgende te bepalen ware, kan men (3) splitsen 
in twee deelen, waarvan het eerste eene eindige reeks van 
m— 1 termen vormt, het tweede alleen hier te beschouwen 
valt 

Wanneer niet alle 1/; positief zijn, kan men alle positieve 
en alle negatieve t/> afzonderlijk in twee reeksen vereenigen, 
en voor iedere op zich zelve tot hetzelfde besluit geraken. 
* 104. Soms echter kan men A niet klein genoeg nemen, dat t// tus- 
schen x en a?-f-A steeds aangroeijende of afnemende blijft; 
b. v. indien 1// een maximum of minimum wórdt voor de 
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grens van convergentie. Dan geldt (4) ook niet meer voor 
die grens. 

B. v. als *(*,„) = — is [*<lj, wordt *'(*,«) = 

2 n 

= x J x* w +», die een maximum wordt voor *•=- — — , dos bjj de 

i Tl -f- I 

grens voor x=l [rie later N°. 144]. 

105. De beoordeeling , of het geoorloofd is D a HX t ^z2 D x X f te stel- 
len , wordt dikwerf gemakkelijk gemaakt door de formule (6) van 

N o. 75, » * W = ^ («) + 1 A ^ ft + ê h) ; 
daardoor wordt (3) N°. 103 

/fe±^ZW =Vl '( x ,0) + ytx > l) + ^(^,3)- r ....+ 

4- {Vfc-Mo ^»0) + V v (*+^ I *f 1) + • • • 

Heeft nu de reeks, die als coëfficiënt van \ h optreedt, eene 

eindige waarde , zoo is voor de grens Gr, | h {y" (x+ê o h f 0) + 

+ V>+* 1 A,l)-h...}=0 (1) en ƒ'(*)= v/'(*,0) + 

+ ^(«.1) + ^ (*.*)+ (2) 

B. v. voor het voorbeeld in N°. 104 is^»(x, n) = 2nx« " — (2n + I)x* »+» , 
dus wordt (1) 

2(*+« 1 Ji)»+4{x+a 4 A)*+6(x+a s A)«+..— {U*+Öo J7 ) l +3(x+S,x)>+5(x+fl 5 xj5+.}, 
divergent voor x = l ; dus geldt dan (1) niet 

§ 12. Vorming van differentiaal-vergelijkingen. 

106. Eene vergelijking, die eene betrekking uitdrukt tusschen eene 
functie en hare differentiaalquotienten , heet ditferentiaal-ver- 
gelijking. Zulke zijn reeds meermalen voorgekomen: zij vor- 
men een belangrijken grondslag van de theorie der functien. 

Voor eene bepaalde functie is de difFerentiaal-vergelyking daarom niet bepaald. 

„ dy d'y du 

y = ef* geeft = =yy, dus £7 = ?'y. Daaruit volgen ^=?y, 

d £ + ry = [q + r) •« , 9 > + (£•)' = (! + ?>) y> = (1 + 
/dy\'-' d'y d'v 

Men kan alzoo willekeurig vele differentiaal-vergelijkingen 
zamenstellen , die wel allen de oplossing b. v. y =e f * gemeen heb- 
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ben , maar bovendien nog verschillende andere oplossingen 
kannen hebben, zoo als werkelijk het geval is. 

107. Men kan van deze onbepaaldheid partij trekken, om znlk eene 
differentiaal-vergelijking te verkrijgen, die aan zekere voor- 
waarde voldoet 

Zoo geeft y =ƒ{(*)} U~ = q {/»} ƒ '(*)=? yf'{*) :/(*); dna voor 
dy — 2 xy 

y = 1^ (1 — x 1 ), ^ = — - - — — , waarin nu geen wortelteeken voorkomt. 
Zoo kan men ook goniometrische fnnctien elimineren. B. ▼. y =oo«. {ƒ(*)} 

geeft ^ = -/'(x) sin. [ƒ(*)], dos {/'(*)} 'O -y»)- 

108. Het is soms noodig, om eene voorkomende standvastige te doen ver- 
dwijnen. Dan geeft/(s,y,C)=0.. (1) hier ¥ ^=0..(2); 

dx oy dx 

uit beiden kan na C worden geëlimineerd. Kan men tut (1) C= 
= <p(«,y) oplossen, zoo voldoet reeds de vergelijking 

0=^-?4-^-? ^ aan de voorwaarde. Op welke wijze echter 
d$ ïy dx J 

de C geëlimineerd zij, de uitkomst is steeds dezelfde; want, 

al is C willekeurig, wordt zij door de vergelijking (1) bepaald, 

zoodra men zich voor x en y bepaalde waarden denkt; als- 

, — £ ^ - - - * — > 

king tusschen x, y en ^ dezelfde blijven, langs welken weg 

men ze ook hebbe afgeleid. 

109. Komen er in eene functie n stand vastigen voor, dan kan men 
haar n maal differentiëren; uit die n-f-1 vergelijkingen kan 
men dan alle standvastigen elimineren. Dit kan op velerlei wij- 
zen geschieden; maar de uitkomst zal (naar N°. 108) steeds 
dezelfde moeten zijn. 

Zij b. v. gegeven p)* + (y— ?)* — r* = 0, ssoo wordt 

(*-J>) + (y — *) ^ = ° (waardoor reeds r verdwijnt); 1 + (j})* + 

+ 5^ = 0 (waarblj °° k * yerdw ^ nt )ï 3 Tx Tti + ^ï = °- 
Uit dete en de vorige nn 9 eliminerende, komt er 
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ƒ /^<*yV) d *y dy /'d'yV 

l l + WiJ ] dïï- 3 dx Kdx^J = ° voor de ge vraa 8* e «^omst. 
110. Oefeniügen. Men eliminere door differentiëren de standvastigen. 

du fdy^* 
+ y* = 2/>*geeft2*y y*=0;x* +y* = 2/>* + / 3 geefty» {^j^J + 

+ 4xy dx~*~ 2x% = °; y = l/^-r geeft 2i^- y = 0; +y» = 

dy 

= />(*— y)» geeft x(x + y) ~ + y(x— y) = 0; y=^ar + 7, y»— />x* — 

— 2qy + q*=0, x—y +p = q(x+y — p), (y — px + q)(y + px—q)z=0, 

d*y 

y—px — qisiX+pi)^!), (y-g)t-.2px(y — q)+rx* =0geven^=0; 

dy d*y /'dy'V 

y=e*,y=: ?<; * geven ^-y = 0;y=e>',y=^'geveny^|-^J =0; 

y = qxe" geeft a * y — xi + y»=0; yz={p+qx)e* geelt 

rf*y dy d«« d*v dv 

^T-2^ + y = 0;y = f/»+^ + rx 2)^ geeft ^-3^1+3^^ = 0; 

y = (/> + qz + r x* +.... + fx— »)«* geeft symboliseh l ) + 

+ (— »)* (l — y) = O (waar voor ( jjjQ * te schrijven is y* =px + ? 

geeft yj^r+^J =0; = + geeft «j^»-^ - Oj 

(y— |j*)*= 9 (l— x») geeft (l — — +y = 0; y» =iP * + 9 x» 
geeft s* y ±£ + x i (^^y^)' -f y» =0; px' + gy^l 

«"* 3Ï? + JUiJ " dx = 0; ^ x * + geeft xy + 

dxJ ~ V dx = °' *'+y l +Pxy=q geeft (y»_**)^ + 

fdyV f<*yV dy d * y 

+ *\.TxJ -y^dxJ ~~ x dx + y = 0; y , + ^y + ï ar = ° geeft y 1 j^f + 

+ y^ = 0;y== / >(^(l + ^ ) _ i j, + _^^ {1+j2) _^__ gecft 

<» + *•) cf «■ + *■> £ -*> -sr «n-*^ •») g - 

~y(l +*»)+ ï) =0;y/x-p(H-y) = 0geeftxy^_2x(_ëy + 

+'2— »«' fey »* ...& + "<>g-o , -«. 
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y> — x* + yis(y* — *•) + xW[x{y — ^ (y« — #»)}] = p** geeft 

- {. + GD'} . ,-±,i '+'+7"+-> ^ .g + 

+ (■•=? - £) 3H35 - - {« - GD'}] + 2 - «- 

= + geeft *^+2^|— xy = 0; />e' + qe-y = r«* -f *«-* 

- {» - G£)"} è+CÖ-S + ^GÖ'-.. 

y=/>e»*+re-«'. y = /)«n. ? x + co«. ? x, 9 =p(e'±*~'*) geveny^ — 

d 1 y dy d* y v 

-dT> d* = 0; !f=P»"-*-P*co,.s geeft — * + 2 ^-f + y = 0; 

y=psin.x + qsin.2x geeft J x l + 5 ^|+4y = 0 ; x= P Bgcos. P ~ V 



P 

cm. x 



-Vy(*p-y\ geeft y^i + (^) , + ^| = 0; ly = Bg*n.s t y= e B9 

=MS) -«GD--. 
-GO^GD'-^ - »* £?-C2)'- 

d*y /dyV /MyV </y 
geeft (»»+y») SÏ -<j i J +yV.jf > ) -*^+y = 0;y=*i/(i-/>c«.x), 

• . 4 . « d*y d*y dy fdy*\* dy 

111. Bij eene functie van meer dan ééne veranderlijke ondergaat 
de wijze van behandeling geene verandering. In het geval 
van twee onafhankelijk veranderlijken b. v. kan men door eene 
eerste differentiatie twee standvastigen elimineren, door eene 
tweede vijf, door eene derde negen, enz. 

•Maar de verkregen uitkomst heeft hier een ander karakter. In de inte- 
graalrekening zal men zien, dat, in het geval van e'éne onafhankelijk ver- 
anderlijke, de differentiaal-vergelijking denzelfden graad van algemeenheid 
heeft als de oorspronkelijke; hier zal men nu reeds kunnen zien, dat de 
differentiaal-vergelyking algemeeuer is dan de oorspronkelijke. Zij bevat 
de gedeeltelijke differentialen van z naar x en y, en heet daarom vergelijking 
met gedeeltelijke differentialen (équatkm aux dérivées paröelles). 



Digitized by Google 



74 



Uit de vergelijking ƒ (* , y , z , a, b) = O vormt men door het differentiëren i 
* en y twee vergelijkingen der eerste orde, drie der tweede orde, vier der derde 
orde, enz. Voor de differentialen der tweede orde heeft men dus zes ver- 
gelijkingen, of na eliminatie van a en 6 nog vier, tusschen s t y,z» 
d z d z d* z d* z d* z 

Tx* <$y' d~x*"» dTdy' lly* 9 "'M' D^entegen zal men uit de eerste diffe- 

da dz 

rentiaal-vergelijking tusschen x t y f z, ^— (waar reeds de a en 6 geeli* 

mineerd zijn), door ze naar x en y te differentiëren, nog twee vergelijkin- 
gen afleiden ter bepaling der grootheden (1); dus te zamen slechts drie, in 
plaats van vier. — Voor de differentialen der derde orde verkrijgt men nit 
de oorspronkelijke vergelgking nog vier , dus te zamen nog acht vergelgkin- 

gen, ter bepaling der grootheden (1) en jp, (2); 

uit de differentiaal- vergelijking daarentegen nog drie, dus te zamen zes 
vergelijkingen. 

De oorspronkelijke vergelijking is hier dus meer bepaald dan de differen- 
tiaal- vergelyking. 

112. Wanneer men ƒ y, z, a, b) z= 0 . • . (1) wil differentiëren , ten 
einde a en b te elimineren, mag men ook 0 = <p(a) stellen, 
en dan a veranderlijk nemen, om haar te elimineren nit 

ƒ {*, s,, z, a, <p («)}= 0 (2) en 9 /(«.y>*> «, 9 («)) = 0 . . . (3). 
Men. heeft toch naar (2) 

U+Uil + V**^-, maar 
da? dz dx da dx ~èy dxr dy da dy 

naar (3) worden deze -0, ^+^=0, 

da? dz a# dy dz dt/ 

juist dezelfde, als men nit (1) zonde hebben verkregen, indien 

a en b als standvastigen waren beschouwd. 

•113. Nu kan het gezegde in N°. Hl ook nader worden toegelicht. 

Zjjb. v.2 = ax + öy = aar + y^(o),...(l),danis-^=:o, |^ = »(o), dus 
d z dr 

2=iP d^ +y di; w 

de gezochte differentiaal-vergelijking. — Differentieer nu (1) naar a, zoo is 
0 = x -f- y 9 ' (a) , dus ia — = ^, waaruit volgt a = y (0, en hiermede 
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dz dz /y\ 
en dns ook + y ^=zxF\^-J = z, dat is (2); maar men «et dat (3) 

veel algemeener is dan (1). 

114. Hetzelfde blijft gelden, wanneer er meer stand vastigen zijn, 
die dos ook als verschillende willekeurige functien (fono- 
tions arbitraires) kannen voorkomen. Het voorgaande doet 
onderstellen, dat ook deze willekeurige functien door diffe- 
rentiëren te verdrijven zijn. 

Bij functien met ééne veranderlijke kunnen zij niet voorkomen, 
omdat alsdan die veranderlijke ook willekeurig zoude worden. 

Zijn echter vooreerst ƒ en ƒ, functien van x % y, z % waar 
x en y de onafhankelijk veranderlijken; en zij ƒ = <p(/,), waar 
9 willekeurig is. Differentieer dan naar x en naar y, zoo is 

/ + / 5~ = -f-^ — ) en -^-h^ 5- = 

ca? dz da? \0x cz da/ oy dz dy 

== IA) (^" + ^7" ^f)» waaruit door ^ (/i) te elimineren , 

(VVl^A V) >f + ( V. V-*f*A) li +(*PA _^/-U 

Vdz dy <ïy' dx Vdz da? dzdy ' dy \da? dy da?' 

waar nu de willekeurige functie <jp geheel is verdwenen. 

dz dz 

B.v.x* + y* + z*=z9>(x,y,z) geeft alzoo (*— y)-f(z— y)^-f-(x— z) j^ = 0, 

geheel onafhankelijk van den vorm der 

(1 l\ dz dz 

- — ^) geeft** j^ + y* ^=z*;z=z?»(/wr-f- yy)+ 

+ y*(p* + ?y) + + z = *|*+/(y)) 

fc d»z dz dz d»z /y\ t /y\ A d» z 

gecft d-^ dir= 0; ,af '»W + ?v |Mft *'^ + 

+ 2 *y^y+V 1 d^+4^^ 

d»z JMz d»z d»z 2 /d»z 
686,1 37» + ÏÏ7»ïïy"~d*dy» + xTVV^y* °' 

•116. Vervolgens kan zulke willekeurige functie, al bevat zij de ver- 
anderlijken zeiven niet, zoo voorkomen, dat daardoor tusschen 
die veranderlijken evenzeer eene willekeurige betrekking ont- 
staat; in sommige gevallen kan men ook dan die willekeurige 
functie elimineren. 
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ZB b.T. gegeren z = (s + p) |y + i>(p)| (1), * + »(p) + (y+p)»'0>)=0; 

— ..p— 

i + {«f'M + fr+rit'MlJ^o, *'(/>) + |a»'(p)+(y+i»)»'W}|5 = 

= 0. De beide laatsten geven |^=t'(p)^; en bierdoor de beide eersten 

(^-*-0 , {5ï~ y - fW } = f ' (p,, of M,r 0>«W. »'<P,= 

* + v (p) * /d 2 \ 

= J+J"» en dan*(l») = J^-yschrflyende.^-x-p J(y+p) + 

+ = °' waaruit nu weder de wiUekeuri s 8 

functie 9 geheel is verdwenen. 

d>2 d*z 

*U7. Oefeningen. 2 = p*+y*(p)-f-fty) en x+yi>'(/>)-f/*(p)=:0 geren . yjy = 

|^|^ = 2; 2=»(n) — **'(/>) + *(q) + *H>'{q), 2y=p + q, 2x=p—q 

d»2 d*2 2 dz . y / dA 

geven^-—^-- 5^ = 0; y + ƒ> * = *{p) en 2 + -geren^ 1 + ^) 

0+^ = | 1+ (^)1* + i l + ©1^ 2 = (*+^^ + 

+ (*+/»). y + * {(* + />)**'(/>)} geren (*— 1^)*+|; = 0. 

118. Behalve de vorigen heeft men ook nog vergelijkingen met ge- 
heeU differentialen, b. v. Pd x + Qdy + Rdz = 0 . . . . (1) 

Alsdan weet men dadelijk, dat ^=—^-, — . (2). 

d d 

Zij leert dus de differentiaal- verhoudingen ^ en ^ kennen, 

terwijl de vorige vergelijkingen daartussohen slechts eene be- 
trekking aangaven. Maar gene konden dienen , om eene wille- 
keurige functie, deze slechts om eene standvastige te elimineren. 



d f d f 

Uit f(x, y< 2, C)=0 ... (3) volgt hier J-dx + ^-dy+ 

dx oy 

d f 

-\- ~ dzz=0 . . . (4); wordt uit deze beide C geëlimineerd, 

d 2 
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zoo is de uitkomst van den vorm Pdx + Qdy+RdzzzzO , 
dezelfde als (1). 

Maar daarbij zijn P, Q, R aan eene voorwaarde onder- 
is d P d Q 
worpen; want uit (2) volgt _==-—_ = -_-, 

PP Q Q 

18 <fy 22 ~~ dx R ° + dy "~ + dar d*' 
Na substitutie van ^- en ^- uit (2) volgt 

als voorwaarde. Deze (5) kan 1°. identiek zijn, alsdan is aan 
de voorwaarde voldaan; 2°. kan zij eene vergelijking tusschen 
Xy y en z geven, die dan eene noodzakelijke betrekking tus- 
schen die veranderlijken voorstelt; 3°. kan zij met (1) in strijd 

zijn, dan is die onmogelijk. 
119. Oefeningen. Men onderzoeko wat hier het geval ia met de vergelijkingen 
(6*y — Sz*)yzdx + (5yz — iz*)xzdy + (4 s y — 6 *«) xy dz = 0; 
dz=i3(*' + 2*y* — y*)dx + (Zx*y — 9*y» + 4y»)<xy; dzz=(8x* + 
+ 6*y» — 3y»+4<**+(6*»y-9*y* + 4y»+13)<*y; dz = */+*-»y/-i 

{(p + ?)y^+/ wrrf y}i(**+-*y fc ) <iz =(y d;r ~ 2 * <i y^ i 2(*— y) T (ds— -fr)= 

*dy 

= (* — 2y)yd* + (2*— y)xdy; dz= C+ Bgsituydx + ^ (l— y») ; 
2<A^(**+y*+*)=3* , ^*+2y<iy+z<fcj<fo= j + ^7(^TI^ï]J 4*— 

(<*^y)+p£^2(<**+<*y); ^^{ï^i-^-^F^r}^ 

-co 8 .(cos.xy)sin.xy dy.dz = {xyco*.{lxy)+ ^yiL,») * 'j*** 

+ (2yca>.(f J y)- v ^ (y> 3 L jr> ) + «ïy'-'jrfy; *<**-y<*y + y<** = o, 

j.t rfg + y* dy + z*dz [y + z)dx + (z~x)dy—(x + y )dz pdz 

dv = (x 3 +y . + a? »)i {* + y)K(* l +** + 2*y-2y*)"'- * ; 

_y<J* + *<fy <** (y+z)dx+{x—z)dy+(x— y~2z)<fe 
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HOOFDSTUK II. 

TOEPASSING OP DE THEORIE DER FDNCTIEN. 

§ 13. Onbepaalde waarden van functien. — Opmer- 
kingen. — Het oneindig kleine. 

120. Wanneer eene breuk ^-J~ voor eene zekere waarde a van x 

F(a) 0 * 
den vorm -?H= A aanneemt, dus eene onbepaalde waarde 
f(a) 0 

verkrijgt, komt het er op aan, hare waarde te bepalen, als 
de grens van — 

«aar N°. 31 U»Z.l^=Gr. F (°\ {"-' jU 

— u ' 0 + Öf' (a + Jd) ^ ƒ (a + tfd) — /' (a) # 
Ook dus: omdat F(o) en /"(a) beide nul worden, is naar N°. 13, 

/fc + ^ F,q+J)-^) J[ a + 4)—J{ a ) F(*) 

Ook in het geval, dat a=oo is, geldt de gevonden uit- 

. , 1 1 

komst; stel dan x=z- t zoo is nu voor ar=za=oo , y=-=0; 

verder = -^?Z., waarop thans de regel kan worden toe- 

,•(!)=> *•(!) 

gepast ; dus = — y T = — ~- , eveneens als vroeger. 
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Meetkundig aldus. Laat twee 
kromme lijnen AP en AP' elkan- 
der in het punt A snijden, dat in 
de as der abscissen ligt , opdat daar- 
voor F(a) = 0, f(a) = 0 zij. Trek 
naar de punten P en P', die tot 
dezelfde ordinaat PP 1 Q behooren, 
de snijlijnen AP en AP 1 , dan is 
Crr F{a + d)_ r PQ _ r tg.PAQ _ Gr. tg. PAQ __ F'(a) 
'ƒ(«+*) ~~ P l Q~ tg.P>AQ—Gr.t 9 .P*4Q ~J (a)' 

121. Z.00 is -7 — ^-t-=- voor a?==p; dan = T — T —z=~x' z=-p 

(zoo als oók volgt door verwijdering van den factor x — p uit 

• n x rin.px 0 ~ , pco8.px 

teller en noemer) ; — — ss - voor * =0 , dan — - — ~— =j? ; 

ton^p^ 0 yoor jr = Q > dan = P 8ec ' P x = p. Beide laatste 
«0 1 

uitkomsten zijn reeds bekend uit de leer der grenzen, die dan 

ook hier dikwerf met voordeel en zekerheid is aan te wenden. 

122. Oefeningen. Voor de waarde van x, tusschen haakjes [] gegeven, bepak 

e m g—m i x -^y x q 

[voor x = 0] = 2 ; [voor x= 1]= 1 ; [xme q] = 



stn, x 



x—\ 

COS. X 



«* — «-*_ . p*~l 



1 — «n. x — <xw. x 1/ s — \S p + \S { * — p) 

[*=/>]; 



[x=0]j 



1 — «n. * + * u T "* * V{* 
Vip 1 +P* + **) — is(p*— px + x*) 



V {*(* + ?)} -V{x(x-.p)) LJ, -°° J; /(1-x) L *- WJ; 



i(l+*.f.x>)— «•(! — x+x* ) 

MC.* X — CO*. X 
m j 

l/(2p — x) — l/j 



[x=0]; — ^-r^-l]; - x> _ 49 7 [^=7]; 

1— 2]/(6x— 2 — 3:c») 



Z(5x_2) 



[•=1*3. 



p+x — 2i/px L ~ 2— 5x L TJ ' 2(2x— 3) 
lX(2/>»x— x»)— j>lW x r lik* x 

a: « co*, x (1— x)«n.(2nr — x) _ 1 — 004.x „ x 



1+x 1 
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123. Is echter ook ^==g» 200 gw& dezelfde regel *W =J Q^ 

F" (cl\ 

en in het algemeen =7—, wanneer de n— lste ,F>(a) en 

/ ( a ) V ' 

/'(a) nul worden. (Men kan dit ook uit N°. 80 afleiden.) 

Wordt de F'(a) vroeger nul dan f'(a), zoo is de waarde 

nul ; bij het omgekeerde geval is de waarde oneindig. 

Ontstaat het onbepaald worden der breuk daaruit, dat 
teller en noemer een gemeenen deeler hebben, dan kan men 
dezen door deeling verwijderen. 

In het algemeen is het van belang, zoo mogelijk, iedere 
functie in factoren te ontleden, en dan den regel toe te pas- 

A B A B 
8611 1ÏD == ^ C X D ' voora * * m( * ien de factoren A 

en C niet nul worden voor o?=a. 

124. Soms is het beter zijne toevlugt te nemen tot het ontwikkelen 
in reeksen, vooral wanneer het onderzoek geldt voor a? = 0; 
vervolgens toepassing van de leer der grenzen. 

I 

n (l+s)*— e 0 { 1 

B.v. wordt - voor *=0. Stel y = (l + *) , do«/y=-(l+x), 

\ * ( m - '1 \ 

of naar N°. 76 , voorbeeld , l y =\—-+L — fL+ Vi"> + *" •"' = 

* 2 3 4 



-.Ti ( x fl.fi ** N . V* ** *' V 1 

-•L 1 "U~ + t-t+-;+ iCï~+7— -2T8 

-...1. Na wordt 6r.( ! + *)' ~' = 



1221 * 

2880* 



Op detelfde wtjze is nog voor *=o, Qr. (l+Jr) -' fl -H e ; 

(JJ-*L1— ■« + 11 



24 

/I 1*1» — # _L 1 - ^ 11 . -J ,1 

Gr. 



^ (.* + «)'—•(» — *») — »«*Ml—«) _ 1221 

** 2880 '* 

125. Oefeningen. —— [j?==1] = ^J. ^ 0=0]=^; 
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x — sin.x 1 1 — siiux 1 e* — e~" — 2* 

——[^ = 0] = -; —— xi x= _- sr _ [x= :0] = 2; 

x* — 4* + 8 , x* — x m 1 — ïWl — arl) 

7ï=r*-=rrii* =lh —s+Txt*=^> — — J c*=<* 

1 — x — 2(3* — 2«-')** + 12(3"' —2'-») x' + ' 

3 — Sx + 2x» — (q> + 2o + 3)x* + (2q»+2q+3)x*» i— (q« -f 2)x«+» 

l_8x + 3x>— x» C*- 1 ]. 
x — 2p — i^(x» — ;>x— 2/»» ) tfl+px) , ?*y--/Y J> 

1 2-2X + J » x— 11) 

(1— x)»' 2 J -i~ [X " 1]; l/(Ï2-x-x*) C * = 3 ' = ~~ 4]; 

xi/(8g* x — 2x*) — gx ]K<»* * _ /««.xV 
x-^axT [* = a, = 0] ; ^— J [x = 0], 

ƒ» — x cm. 1 j — «n. 1 — x) 

1/ { 1 — co«7(/>» -x*)} f x = ^ ; x~Bft^x~ [* = °]. 



/ co*. (3 — x) 



(3 — 5 x -f- *' ) «n. ï | TT x 

- nl — 

18 



[x = 3j; 2r*r{l-f '-Bgsm.?) [x = 0]; 



x «n. (sin. x) — «n.* x 1 

— f* = o] = 



126. Wordt het quotiënt , voor ar = a, , zoo stelle 

/(*) 7( a ) 00 

men _j^==— ^i-j, die nu den vorm - verkrijgt, en dus 

naar N . 120 geeft f ^ __ r(<j) ; { ^ } , _ ^ . j—jj , 

waaruit door oplossing volgt tt^t, dezelfde regel als 

ƒ(«) /M 

in N\ 120. 

Wel is waar zullen ook F' (a) en /'(a) veelal oneindig zijn, 
maar dikwerf zal de breuk door herleiding eenen geschikten 
vorm verkrijgen. Zoo noodig, moet men denzelfden regel 
meermalen toepassen. — Indien echter alle volgende breuken 
den vorm g. verkrijgen , vervalt het gebruik van dezen regel. 

Bij het bewijs is ondersteld, dat de werkelijke waarde van 

6 
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■ 

niet nul of oneindig is; alsdan toch is de deeling daar- 

ƒ ( a ) 

mede niet geoorloofd. Maar alsdan is ook zelve nul of 

F(x) F(x) 
oneindig. Is b. v. -f4 = 0 voor ff = a, zoo is _A-'4-j> = 

s? ^/M^ =Pt al bUjft de laat8te v ° rm hier geeft 

dus de regel, zonder onzekerheid, voor x = a, yj^j+/> = 

daarentegen jM = ao, zoo wordt j^ =0 ' en vo ^ ns het 

vorige is dan £$ = 0, of = - Dus altijd 

6 F'(a) f(a) 

£g = fg. vroeger. 

127. In het geval, dat deze regel geen dienst bewijst, moet men 

a?=a-hA stellen, en trachten de Gr. voor Gr. h = 0, 

ƒ(« + *) 

door geschikte herleidingen te bepalen. 

-t 

]/(* — a) 

B. v. b\j wortelgrootheden. — , voor x=a,is=ri? , stel x— a=A, 

1/ (x r — a r ) 

& 7 _ (Af >) 

dan wordt dit Gr. 1 -» / 4. JU r r = C*r. — ; dus = 0 , 

k Ïi/¥±J- l/ra' - 

=1^ ra r - 1 , =», naarmate ? < , =of >p is. 
Soms bereikt men alleen op die wijze het doel. 

B. v. Gr. — 7——> voor * = • » geeft naar den regel = Gr. - — 

X -f- CO*. X 1—sin.r 

geheel onbepaald, omdat cos. m en «tn. » geene bepaalde 



gen; maar men heeft regtetreeks = Gr. 

* T 



1 — ï nn. x 1 — 0 
.co«.x 1+0 



= 1. 



Iv r _ «n.x x - ' , , /«wi.xV 

128. Oefèningen.^^[voorx = 0]=— «n.x — = 0j— [*=0J = ^— ^ =1; 

«** , ï«n.x r x /x p , '(f+J^Jr i 



Digitized by Google 



83 



f-x-VW* +*•) 1)1 /(!-*) l'-'i» 5T(7_p) l*-Wi 

I 

129. Ook kunnen bij het produkt f(x).F(x), de faktoren ƒ (a) =0 , 
F(a) = oo worden voor # = a, waardoor dan dit produkt 
= 0.oo, onbepaald, wordt. Alsdan stelle men, onder toepassing 

= "ï?£(Jp< jP W ,,; ~ of naar N °- 126 • /w-^w = 

!:ƒ(«) *>' -r(«):(/(«7? ƒ'(«) ' /( ;) * 

Men kan hier die herleiding kiezen, welke het best tot het 
doel voert; dikwijls verwijdert men zich daarvan volgens de 
andere herleiding. 

Toepassing. Voor f(x) = co , als x = qo is, wordt ^/(x) = 0 . <x>; alsdan 
* 1 ft 

=/'{;r + 0A), (0<ö<l), dus voor =/'(»). Beide uitkomsten 

„ f{x + h)—f{x) „ ' 
geven Gr. j = Gr. -ƒ(*), voor x = oo. Voor ft = 1 wordt dit 

Gr. {/(x + 1) -ƒ(*)} = Gr.i/(«), [*=•]. 

130. Oefeningen. ( f - x) tg. |5 [* = f J = -^-1 = _ Z±_ = il. 

cof. — cosec.* — 

2 q 2q 2q 

1 2 

'(2— x).tf.-7tx[x=l] = -; x'lx[x = 0]; tg.x.lx[x = 0] ; xcot.x[x=0]; 

-» 1 

*«*[* = <)]; ^.(4jr+ar).co«.2x[x=| 7 rJ ; ]^ (1 — x) [x = lj; 

(p + qx)r-* [*=»]; + [* = co , = 0]; (5 —2x)l — *)} 

«\ 

f* = 2*] ; cowc.*.Z(l — *)[* = 0]j Bg8in.{—j£ycot.{*n+p— x)[x=p], 

131. Nog kan een verschil-^/Ö— ^ W voor a— a den vorm oo— oo 

6» 
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verkrijgen, als /(a) = 0, F(a)=0 is; dan herleide men dat 

verschil aldus f 1 ^ ^f) . J ^l^J^ , na van den vorm 

/(*) *X X ) 0 
en men kan dus den regel van N°. 120 aanwenden. 

1 1 x — 1— lx X— 1 

13*. Voorboelde». r> -— [iwr = -jJZïJTÏ" = Ï77+ i~ = 

l 1 XCOS.X— tirux —xsin.x —sin.x 

1- COS. X 

X 

l-- r L ri lx = 0) = l; *€C.x-^.x[x=^] ; i__JÏ--rx = 0]; 

(x+1)-' _ *(«+D , 3 _ 3-x __1 

cot.(x+l) coi.?rx LI ~ lJ ' 4— x 4 + 3x— x* L J ' 3x— 1 



2 ify — ty. 



2 2 3 



133. Eindelijk kan de functie F(x)W voor x=r a een der onbepaal- 
de vormen 0°, » 0 , 0 ±w , 1*" aannemen. Dan stelle men 
F(a?) / W = « / ' ( * ) ' F< * ) , en onderzoeke den aanwijzer f(x)lF(x) t 
die dan den onbepaalden vorm 0/0=— O.oo, 0Z oo=0.ao, 
±co /0=qroo .oo , ±9oi*l = ±oo.0 verkrijgt. De derde is 
altijd oo, - as is altijd 0 + "=«— =0, 0— =«♦• = «>. 

Voorbeelden. l°.x* =0° [voor x=0]; dan xfx = l —= — , dan = — x=0 , 

J x - 1 00 

das x'=e° = 1. 2 °-(~) = oo» [voor x = 0]; dan xl^ = — x/x = 0,als 

AV J_ 1 

hiervoor, das ( - J =«0=1. 3°. x lm = 0* [voor x = 0]; dan lx . = 1 , 

-L j. , 

dus x ' * = = «. 4°. (cos.px) » [voor x = 0] = 1 00 ; dan - lcos.px = 

— ptg.px 1 
= = 0, dus (cos. ;>x) • =«• r= 1. 

♦Toepassing. In het bijzonder geval, dat ƒ (co ) = oo is, wordt /(x) * = oo 

1 

voor x = co. Alsdan is - l/(x) = 0. co. Stelt men nn in N°. 129, toepas 
8ing,/[x)=//ïx), zoo wordt de uitkomst aldaar Gr. - lf[x) = Gr.{l/[x + 1)— //(*)} = 



& .^+il i a Mhi „ Cr .{ /( ^} =Cr /^+l), 
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184. OefeniBgen. («n.*)i(* = o]=«; Q J*'%=0] = 1; (l+i^V^»]; 

tg. \n* f 1 

(2-z) [x=l] ;/ >( ? -x)Cf-*) [x=? ] ; (ifJ . [ x = 0 ] ; p(y + «)*+• 

' _!_ i 

[*=<»]; (/*)*[* = <)]; (l+*)*[x = Oj; (3— 2x)l-*[x=l]; (2 — 

. 1 I* 

sin.xJ9- *fx = -7rj; v/c<M.ax[x = Oj. 

135. Het kan ook voorkomen, dat functien van meer veranderlij- 
ken, voor zekere waarden daarvan, een onbepaalden vorm 
verkrijgen. Hetgeen in N°\ 126, 129, 131, 133 voorkomt 
leert op welke wijze men al die gevallen kan terugbrengen 

tot den vorm Dezen alleen zal men dus hier te beschouwen 

hebben; zoodat b. v. ^*' y } voor x=a 9 y=b, ^!'J^=? 

is. Alsdan moet men F(a + A, b + k) en evenzeer ƒ (a+A, 6-h*) 
naar het theorema van Taylor ontwikkelen, waarbij dan weder 
F(a,6)=0 en /(a,6)z=0 ontbreken, dat io, 

F(o,6)_ r *y ^" ,T +^ *V* 

dar dx* 2 ïxty *y l 

waarbij, in alle d'Fen ƒ» x=a en y=6 gesubstitueerd moe- 
ten worden. Maar deze blijft onbepaald, omdat h en Ar onaf- 
hankelijk van elkander nul worden; stel kz=ph, waar nu de 
factor p geheel onbepaald is, zoo wordt 

*F ZF ^r-^F VF a VF , -, 



ƒ(«.*) 



?F SF 



*ƒ . , r •>'ƒ , , , -i 



= — Tf~' a ^ s te ^ er en noemer met ^ e ^ e verdwijnen. In het 
* — )~^rP 

ox cy 

algemeen is die uitdrukking nog onbepaald; indien echter 
•j- = 0z=^ (altijd voor xzzza en y~b) , zoo verdwijnt p door 

f' X o x 
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deeling; ook indien teller en noemer denzelfden factor q+q { p 
hebben , zal de vereenvoudiging tevens p elimineren ; heeft geen 
van beide gevallen plaats, zoo blijft de uitkomst onbepaald. 

Worden teller en noemer der laatste breuk beide nul, zoo 
moet men de tweede differentiaalquotienten gebruiken en daar- 
op de vorige redenering toepassen. 

a-2 + xy — 6y* 0 

Voorbeeld. — — ■ , is - voor x = 2 , y = 1. Nu is voor die waar- 

2 x 1 — x y — by* U 

den j^=2x + y = 5, ^ = x— 12y = — 10, -^ = 4x — y = 7 , 

?/ 5 — 10» 5 

t~ = — x — 1 2 y — — 14; dna de waarde ; ■ — = -. 

cy J 7 — lip 7 

136 . Oefeningen. 6^-12.y-f6 y » ,,,- (t «» + ö)x, + 10,,» 

8 14**-25*y+6y* 1 * J ' 3qx* + (4r y '- 15)*y — 20 ? y» 

3j»^ + —ajiyf— 2xyf+t— yf i » 

3*' + »— 2.r' ' 'y + **y» — 3**y» + 2xyf + i — y» + = *■* ~~ yJ ; 

6* 2 — Sxy -h 2 y 1 

lx = V • 

5ar *_6x'y — 3*y* + 4y» 1 * J 

•137. Wanneer uit de vergelijking ƒ (a?, t/) =0, voor ar = a, t/ = 6, 
oezocht wordt ^ =z — ^/ : ... (1) en deze den vorm ^ ver- 

krijgt, kan men de formulen van N°. 135 gebruiken. Maar 
Je d v 

dan is ü = t = -,- juist de onbekende, die men zoekt, en die 
r h dx 

men dus uit de uitkomst moet oplossen : alle onzekerheid houdt 
hier op. Men zal dan echter beter doen, teller en noemer 
van (1) te differentiëren naar den regel van N°. 120, en dan 

d -^=zp daaruit op te lossen. 
dx 

B. v. f(x , y) = x % + q x y +y 1 = 0 geeft ^ = — ^±|^ = ? 

dx qx+zy 0 

[voor ar=0=y], dus = — hieruit volgt 2 y'*+2qy' + 

q + 2y' 

+ 2 = 0, y'=-q± v <( q -\). 
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dy 

♦138. Oefeningen. y» — y* — 2p' xy + x* — x* =0 [x = 0 = yj geeft JJ = ± 1 ; 

y t _ 10 y — x' — 17 x» + 91 142 =0 [x= 7, y=5j geeft ^ = ±2; 

(** + y l Ky-9J-(*' — y*)(*— p) = 0[x = 0=y]; (y — ?)*=(x — p)> 
{x— r)[x=/>]; 3 (y — q) z — (x — p) 1 = 0 [y = gj; 8y* — 9y* + 3y— xi + 
4- 4x— 7=0[x=2j; 5y l — x J (54-y) = 0[x = 0]; x» 4- xy» — 5 x* — 8x— 

— 4y 4- 5 = 0 [x = l ,y = 2]; py 1 — x» y 4- px 3 = O [y = 0]; x» + xy» — 

— 2x>— 2y 4-2 = 0 [x=l =y] ; x* — 18 x» -f 9y* — y* =0[x = 0=y]; 
p(x>— y') = x* 4-y* [x=± » i/2p=y]; x» + px2y+/>xy* 4-y* =0 
[y = 0]. 

*139. Somtijds kan men door het invoeren van eene functie eener 
functie het onderzoek in N°. 120 vereenvoudigen; als b. v. 

^-7— — i-r-r = 7; wordt, kan men q>(x)—y stellen, en is dan de 
f{x t <p(z)} 0 

F lx v\ 0 

breuk -{ = - te onderzoeken , waardoor men tot N°. 135 

Z(*.y) 0 

d 11 

wordt gevoerd. Maar hier is weder j? = := 9' (a?) bekend, 

dx 

en deze moet dan naderhand worden gesubstitueerd. 

2 fx — u)|x — g) — (x — p) x 
Oefeningen, z = J j(y l r) ~ • ^ y * -r» = (x-«) (x- ? ) , 

3 x* —20 x 4- 33 

fyoor x=p] geeft 2 = 2 r; 2= »alsy 2 — — 7x — 87=0 

2 y — 10 

(x — v) 1 (it — r) — (v — r)* 
[x = 3] ; * = * (^ g)(y _;^ . "ï"* 1 +*y+9*-r 3f =-r(,+r) 

[* = -?]• 

140. Als eene toepassing van het behandelde in deze § kan men 
zich de beantwoording . der vraag voorstellen, die in N°. 79 
gedaan werd. Zij daartoe gegeven /(«) =a 0 ^-a 1 ^^^-a 1 a? 1 -|- 
+a, x 3 -|- . . . 

Vooreerst moet de reeks convergeren; dus, voor de volstrekte 

r- a x' +l — 1 

waarde het teeken [] v gebruikende, Gr, £ — _ J v = 

f>. ^J^±i_^J v <l; dus Gr. Q-^-+-L J ^ = p , eene ein- 
dige grootheid stellende, moet ook 1, dat is— -<«<-, 

P P 

zijn. Ook moet, indien n slechts groot genoeg genomen wordt, 
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Gr. ^ a '*** x . — waar l> a? ]t;<^< 1 is ' Stel dat 
aan deze voorwaarden voldaan zij van n = & af, zoo is 

K + i** + 1v<t a ^1^.[«* + i^* +, ]t;<[ a * + i** +, ]t^<[ a * a? *]t^ , >» 
en dus [a, x%+ [a k + l x k + % + [a t+i x k+i ] v + . . . < [a, x k ] v 

Men kan derhalve de reeks aldus schrijven : ƒ (a) = a 0 + a , a? + 
-ha,* 1 + ar*' l +a,a?* — [-1 <0 < 1] . . .(a) 

Voora?=0, volgt /(0)=o 0 ...(1). Trek af, deel door a?, zoo is 

^°i = a l+ . l i + a l * l +...+a l . 1 J t -W- , r. 
ar 1 — 5 

Voor ar=0 wordt nu /W ~^° J=^ dus =/!M =ƒ (0), 

dus /(O) =<!,.... (2). Daaruit f(*)-fV)-if W =g> > 

ar 

+ + -haj.j**" 1 -i-a,** -2 -j— . Voor ar=0 wordt het 

eerste lid °-, dus = /' = ?, dus 

eer8US 1U 0' 2ar 0' 1.2 1.2 

dus £^ = a, . . . (3). Op dezelfde wijze telkens ^52=a/...(4) 

Derhalve, hetzij door substitutie dezer uitkomsten in (1), hetzij 
door de uitkomsten zelve, 

/ (,) =/(0) + *ƒ (0) + (0) + . . . + ^ ƒ • (0) + . . . 

het theorema van Maclaurin, dat dus de eenige oplossing 
levert; op die wijze komt men echter niet tot de rest. 
. Nu kan men ook aantoonen hoe de, slechts op ééne wijze 
mogelijke, ontwikkeling in eehe reeks naar de verschillende 
differentiaal-quotiënten, ook omgekeerd aanleiding geeft, om 
die uit de reeks te bepalen. Want , laat op eenige wijze gevon- 
den zijn f{x + h) = F 0 {x) + F x (x) h + F., (x) h* + F, (x) h* + . . . 
... + iï w A", . . . (1), waarin F f (x) zekere functien van x 
voorstellen. Voor A=0 wordt f(x) = F Q (x) (2) 
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Daarmede t £ + A ) ~~ * (*) z=F, (x) + F t (x)h + F s (x) 

A 

-f-iZ^"-' ...(3), dat is voor A = 0, f(x)z=F t (*)... (4). 
Verder + " /W W - F| W + F> (*) * 

+ A (5) , dat is voor h = 0 , JL/ (») = JP t (#> • . . (6). 

En zoo in het algemeen -^jjf* (*) = F m (x) , (7) 

waaruit dus blijkt, dat (7) algemeen geldt en (1) het theo- 
rema van Taylor voorstelt. 

142. Maar deze beschouwing leert nog meer. Schrijft men toch Ax 
voor h, zoo blijkt uit de vergelijking van de formulen (1) en 
(2) , (3) en (4) , (5) en (6) , dat men in (1) , (3) , (5) gerust alle 
termen konde weglaten, die eenige magt van h of A x tot factor 
hebben, omdat zij toch bij de grens Gr. hz=z Gr. Axz=. dx=zQ 
verdwijnen. Hieruit volgt de regel, om bij het opmaken 
van een differentiaal-quotiënt, van eene differentiaal- vergelij- 
king, alle termen weg te laten met hoogere magten der diffe- 
rentiaal dan de orde der gezochte formule. 

Men heeft b.v. A x" = (x -f A x)" — x" = 
s= m x*- 1 A x -f- enz.; maar zoodra men Ax 
door dx vervangt, moet dit » + enz." wegvallen. 

Is verder f(x)z=ABQP, QQ t =Ax, zoo is, 
voor PQ=y, LSPQ 0 =t; en dan /(x + A) = 
= ABQ t P t =ABQP+ QQ t Q 0 P + Q 0 PS + 
+ SPP , =ƒ(#)+ y Ai + ilj. t.A *i + fl ■ tr,. t.A x*, 
dnsf[x ■+• A)— 7(x)=yAx+ * «j.r.AiH » fity.T.Ax* 
(0<fl<l]. Hieruit volgt by de grens Ax=dx, l°y==/'(x); 
2°. de twee laatste termen of Q 0 PS en S1 J P { had men niet behoeven op te 
schrijven, daar zij toch verdwijnen, als afhangende van Jx 2 . — Men mag 
dus ook zoo redeneren. Als QQ { verdwijnt, gaat PQQ \ P x over in het 
regthoekje, dat PQ tot hoogte en QQ X tot basis heeft. »Hoe kleiner Q Q x is, 
hoe juister dit is" wil zeggen : van A x overgaan tot dx. 

143. Heeft men meer veranderlijken, dan blijven dezelfde opmer- 
kingen gelden. Wil men d* f (x> y) ontwikkelen , dan kan 
men alle differentiaal-quotiënten van hoogere orde dan de 
tweede weglaten^ b.v. dx x dy t dxdy x , dx\ enz. 

Noemt men wel eens dx f dy t oneindig kleinen, zoo heeten 
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dx 1 , eJy 1 , dxdy t d i x,d-y, oneindig kleinen der tweede orde; 
dx l , dx* dy , d* xdy y der derde orde , enz. Dan geldt de regel, 
dat alle oneindig kleinen van hoogere orden tegen die van 
lagere orden moeten worden verwaarloosd, om tot juiste 
uitkomsten te geraken. Dit is de theorie van Leibnitz. 

Zoo zijn de koorde, de tangens en de sinas oneindig kleinen der eerste 
orde; de 6inus-versus , tangens — sinus, oneindig kleinen der tweede orde ten 
opzigte van den oneindig kleinen boog. 

f 

§ 14. Grootste en kleinste waarden. 
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144. I. Functie» van ééne veranderlijke. 

Wanneer eene doorloopende functie van éé'ne onafhankelijk 

veranderlijke ƒ (#)klimten daalt, 
zoo zijn er bepaalde waarden van 
x , waarvoor het aangroeijen in een 
afnemen, en omgekeerd, overgaat. 
Laat het eerste plaats grijpen bij 
x = a , zoo moet , voor kleine h , 
ƒ (a— A) </ (dj >ƒ (a-f-/t) zijn ; men 
noemt dan de waarde a van x eene 
grootste, een maximum. Heeft het omgekeerde plaats, zoo zal, 
voor kleine A, f(a — h) >ƒ (a) <ƒ (a + h) wezen; alsdan is de 
waarde xzna eene kleinstesten minimum. Deze grootste en klein- 
ste waarden zijn slechts betrekkelijk; zeer wel kan eenige 
kleinste waarde grooter zijn dan eenige grootste waarde. 

Vroeger. N°. 30, zag men, dat eene functie f(x) afneemt 
of toeneemt, naarmate de differentiaal f [x] negatief of posi- 
tiefis; dus moet bij eene grootste (of kleinste) waarde f (x) 
van positief tot negatief (of van negatief tot positief) overgaan. 
Dit kan nu alleen geschieden als f'(x), voor # = a, nul of 
oneindig wordt. Voor het eerste geval bevat dus ƒ (a) = 0 
alle wortels, die grootste of kleinste waarden kunnen geven; 
het komt er nu op aan, een kenmerk te zoeken, om te be- 
palen waartoe zij zullen behooren. • 

Daartoe zij de vergelijking (6) N°. 75 , omdat f'(a) = 0 



145. 
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ondersteld is, hier ^ a ±3 'J^/W = , f( a +6JA dat is 

A 1 

Gr. /( q + ^ ) /(?) — J /' (a), waaruit voor negatieve 
A* 

Is nu /"(a)>0, zoo moet ƒ (a-r*A)>/(a)</(a — A) zijn, 
d. i. /(a) is eene kleinste waarde. Is /"(a)<0, zoo moet 
ƒ (a-j- A) <ƒ (a) > ƒ (a — A) zijn , en ƒ (a) is eene grootste waarde. 

Is echter ƒ" (a) = 0 , zoo moet men het kenmerk zoeken bij de 
volgende differentiaal-quotiënten. Stel dat de n — 1 eerste 
f (x) voor x — a verdwijnen, zoo is, naar vergelijking (1) 

N-.76, Gr. f (« + *>.-/(■> = Gr. (a + ü) ^ ƒ'(„). 

Neemt men hierin A negatief, zoo verschilt de uitkomst, naar- 

m mate n even of oneven is ; dat is Gr. f( a ~- ^ = ƒ " (<*), 

/(a-A)-/(a) _ -1 + , , , 

Is dus n oneven, zoo is voor ƒ* " ! 1 (a) >;0, ƒ (a-H A) > 
>/(a)>/(a-A); voor/»-+« (a)< 0 , /(a + A)< ƒ (a)< /(a-A) ; 
dat is, f(a) h noch grootste noch kleinste waarde. 

Is echter n even , zoo is voor ƒ * " (a) > 0 , ƒ (a -j- A) > ƒ (a) < 
</(a — A), dat is /(a) is eene kleinste waarde; en voor 
/■"(«)< 0, /(a + A) < ƒ (a) > ƒ (a - A), dat is f{a) is eene 
grootste waarde. 

Dus , wanneer voor eenigen wortel a van ƒ ' (a) = 0 , ƒ " (a) , 
ƒ"'(«),.•» 1 ( a ) verdwijnen, zoo verkrijgt voor n even, 
/(a) eene grootste of eene kleinste waarde, naarmate/" (a) < of 
>0 is; is n oneven, zoo is er geene grootste of kleinste waarde. 
146. Wanneer voor die waarde # = a, f (a) , of in het algemeen 
de eerste f (a) , die niet verdwijnt, oneindig wordt, zoo helpt 
dit kenmerk niet. Dan moet men nagaan , oif (x) van xz=za + h 
tot x — a — h van teeken verandert; alsdan is er eene grootste 
waarde, wanneer f (x) van positief negatief wordt; is de over- 
gang in tegengestelden zin, zoo is er eene kleinste waarde. 
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147. Soms kan men de bewerkingen bekorten door het gebruiken 
van de volgende opmerkingen. 

1°. p+f (x) , />ƒ(#), {/(ar)}', worden tegelijk eene kleinste 
of eene grootste waarde met /(ar). 

2°. De grootste waarde van /(ar), 77-7» bangt af van 

f(x) 

de kleinste waarde van /(ar) , en omgekeerd. 
3°. Bij het onderzoek van /" (ar) kunnen alle factoren , die 

altijd positief blijven, worden verwaarloosd. 
4°. Is /(ar) =<p, (*). (p, (ar), en heeft <p t (ar) een wortel a,, 

<p, (x) een wortel a t , zoo is /"(ar) = qp,' (ar). <p s (ar) ■+■ 

+ 9iW- .*«'(*). dus /"(«i)=<Pi'(«i)-9t («)t /"(«i) = 

5°. Is ƒ (ar) =^~, en heeft <pj (x) een wortel a„ zoo is een- 

voudig/>) = £g. 

6°. Bij den vorm f(x) v(x) f l (x) 9 ^* ) is het soms te verkiezen 
den logarithmus , dat is cp (ar) . lf{x) <p , (ar) . / ƒ , (x) te 
onde/zoeken. 

148. In N°. 144 bleek, dat /'(ar), voor ar = a, hier ook oneindig 
kan worden ; deze a is dus een wortel van ƒ (x) = 00 , of als 

f (ar) = is, van qp, (ar) = 0. Men moet nu onderzoeken, 

of /(a-M) — ƒ(<*) en f{a—h) —f(a) van teeken verschillen ; ge- 
schiedt dit, zoo is er noch grootste, noch kleinste waarde; is 
dit niet het geval, en zijn /(a-r-Aj en ƒ(<* — h) beide grooter 
dan ƒ (0) » zoo is ƒ(<*) eene kleinste waarde; zijn zij beide 
kleiner dan /(<*), zoo is f{a) eene grootste waarde. 

149. Oefeningen.y(*) =*/( 9 -*)', du*./»=*>-» fo— *) — r*j =0 

_ po 
geeft * = 0, [voor p>l], ' — q t [voorr>l], x — ^ _^ r - Nu wordt voor 

*=jrTr >r {*) = *'-* (*-*)'- (-#.-r) =- (p + r) C^)'"' 

VfT+r >/ <0 * ** u8 eene S rootste waarde: Yoor s — q, /' (x) = — 
{^(» — *) — (r—1) (7-*)'-'- = + ? /r(r_l) (f-*)'"* =0, dus 
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« 

j, ( X j _ q , r(r—\) (— 1)"-* 1 — U, dus Toor reven<0, dus eene 

grootste waarde; voor x = 0,/'(x) = (q — *) — 1 {ƒ>(?— x)— rx) (ƒ> — 1 = 
M '|p-l)i»-i =0, dus /M*)=P9 r l'"'" » >°> *t*P even »«»duseene 

— ^ y grootste, =0 
grootste (r even) , = 0 kleinste waarde (als p even is). 
y( z ) = r *i_ 2/>x + ?, minimum voor x = - ; q + 2px — rx* maximum 

Ep P 
x=r —maximum, x=— — 

minimum]]; x + = p 1/ 2 minimum , z = — p 1/ 2 maximum]] ; 

X i + ?(p*x — x*); 9 fc x»—x»)[x = 0 minimum, x = £p maximum]; 
x 

+ *j( 9 x-x*);/> +(*-*)•; p- te-*) 1 ; i» +(*-?)'; **-p** + 

(p _ x )( ? _ x)x; +(p-?x)*+(r-«x)* ; x*-3 9 xs + 3gtx*- g » 
[]x= ^ ? minimum]] ; x »— 16 x» + 88 x»— 1 92 x+ 192; x»— 2? x >— 1 1 q*z* + 

+ 12?» x + 36 ? »[x = -2?, = iï, = 3?]; (x + l)(2x- ?)(x + 8?)» ; 

x pa; x — 1 j>x*— yx+ r 

P (? + *)(?*— **); ^(*— P)*5 7+"JTi pT+*» ; *»— 2x+2 ; px* + qs—r 

C2 r p 
als^>0, dan x = 0 maximum, x = y minimum; als -<0,danx = 0 

Sr ""1 x' — px*+qx — r x* 

minimum , x = — maximum J; x , +px l _ qx+r ' m % + 8j> , ** + 3p * xt + p*> 

( p—x)* p_ i_ (q—p)* 6 (p + x)» r _ mittinrajn 

+ x*~(l-x)* ; pq + x*'' * L 

x = +p «talman]]; 

p-^(,- f )i; p-|^(x-o)»; p-*' (*-*); P~l^(*-9) 5 ; 

tPx±i/(p»x*+4?*); (*»+*'); 

_*l + (p-*)l/(2p* — 2p*); 4 l /(p*~x , )V/(2p* +2/>x); 

i«n.i Pg(*-g) (p-g)xstn.A 

^ { ^ +^ t + x'-2 9 xa>».il) ; 2 ^ --x-.]/(x»-.p>) , P?+(P^-?)*«»•*+* 1, 

a,)*+(x— a s )*+...+(x — a.)»Lx = ^(a l + a 1 +...+ a«) 
minimumj; a>'— a'; oM' + a'; xa— ; -a'; x*; x.; 
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. sin. (« -f- jr> ; r*tg. k . tg. $ x . cot. ( l + | x) ; rcot.x . tg. (x — «) ; «fl.3r. 

sin. » (a + x); </* + o (r— 2 j>) <y. ar — p (r ~ />) ty. 1 *; p -f «n. 2 x -f *in.(« — 2 x); 

3sin.x. cos. s x— «n. 3 x; 8co*.*x— 8 co*.* x+ 1; 3 2*m.*jr.co*.x— 3 2«n. s x . co*.x+ 

+ 6sin.x.co*.x; 1+ />fy.x + tg.*x; sin.fx.sin.i(a — x); cosJx . co*. » (a — x) ; 

tg.f x.tg.' (« — x); [p* sin.*-x+q* cosJx^p* «n.*(« — x) + t/*co*.*(« — *)} ? 

„ v(x — sin.x.cos.x) w* 4-(o*— p 3 )«n.** 

coa.x — cos.{\n — x)|x = 3 0° maximum j: . ; — ; 

lT /l 1 q(x + sin.x)-' «n.*x 

tg. « . Mn. x . sin.(a — x) sin. et . *in. fi . 

\S{p* + x*— Zpxcos.a); %y{p* -f x l — 2/>xco*.n)-r-i/(gi + x 1 — 2t/xco*.a); 
2/>co*. { a. co*. (» « — x) + |/ (r» — «in.» x) + \/ (r* — *m. J (o — x)} 
[x = |a maximum, x = \ « — minimum] ; i/ {/>* «n.-x. *in.*(a — x) -f- 
+ r* — j>* r* [««.* x + cm.' (« — x)]); {co*. 1 x -f- co*.* (a — x) — 

_ x — 1 psin.x qsirux 

— 2co8.a,cos.x.cos.(a—x)\; Bgtg. ■ — ; Bgtg. \-Bgtg.— : 

v * y x»-f-l * 9 r—pcos.x * * r+qcos.x' 

„ psin.a qsin.a psin.u „ astma 

Bq tg. —~ — fl<7 «o. ; jr—fio to. r J?y «y. — ; 

x — p cos. a x — qcos.a x — pcos.a q cos.tt— x 

/«'n. (/>— x); e**w».x; e'aw.x; «*:*m.x; e*:co*.x;e* — e~ * + 3 co*. x ; 

co*.(p — x) 

»in.x . cot.(p — x) . . «n.x c<w.(p— x) , . e 

c «n.x; ê ,r 'co*.(/>— x); e co*«c. x; e vr *ec.(/> — x);e 

NB. Men bepale telkens de grootste of kleinste waarde der functie eelve. 
*150. In het geval eener in gewikkelde functie, /(ar, y) =0... (1) 

heeft men, N°. 45, ^ =— dus moeten hier, om de wor- 

ax ax oy 

tels x=za van — 0 te vinden, deze uit - - = 0.. (2) worden 
dx ?x ' 

gezocht. Wegens ^=0geeft daarna (3)^.70,^=-^:^, 

die dan het kenmerk van eene grootste of eene kleinste waarde 
moet geven. Uit (1) en (2) kunnen nu x en y worden 
berekend. 

•151. Oefeningen. Bepaal de grootste en kleinste waarden van y uit de vergel^- 
kingeny* + 3xy + 2x+ 4x* =0[x=l,y = 2max.;x=--».,y = — ^min.]; 
y» — 8xy + 2x+*i = 0; y* + 9xy — 2x + x» = 0 ; y* + 7xy — 5x— 

— 86x*=0; 3y* +xy — 6x + 3x» =0; y* -|-pxy + q* x» +rx = 0 

[f = r "(^i7)' y = aT=^ max ' ; * = ^^)' y = 27^ min '] : 

y*-J-xy+10x-f-x'y = 0; y 1 +pxy-f<7X^-rx + x , =0; 
y*=|/(144xy — x*); 2x* — 2x*y* +y*=0. 

152. II. Functien van meer dan eene veranderlijke. 
Wanneer eene functie van meer dan ééne onafhanke- 
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lijk veranderlijke, ƒ(#,?/, 2, .. .) voor eenig stel waar- 
den a , , y = b , , z= c eene waarde verkrijgt , die 
grooter of kleiner is dan zij wordt voor de naburige waarden 
x — a l 3zh t = s = c,±/,..., dan is zulk eene waar- 

de eene grootste (maximum) of eene kleinste (minimum). Het 
komt er dus op aan, zulk een stel te vinden; daartoe be- 
schouwe men de veranderlijken x 9 y,z 9 ... als functien eener 
nieuwe veranderlijke t: x=zq>(t), t/ = qp : (*), z = q> t (<),... 

dus ƒ(#, y-, z y . . .) = f[<p (t) » <Pi (0 » V (0» • • •]• Deze is nu 
eene functie van t, waarop men de regels van N°. 145 kan 
toepassen, dat is 

~dt~~ïx dt *y dt^ïz dt T V '* 
Daar hier echter ^? = o/(*), ^mgi/ff), ^=qp 1 '(«), . . . 

geheel onbepaald zijn, en alleen van het willekeurig aanne- 
men der t afhangen, zoo moeten afzonderlijk 

^=0,^=0 »-/=0 (2).' 

da? dt/ oz w 

Die vergelijkingen, even groot in aantal als het getal onbe- 
kenden, leveren nu #=a,, y — b t1 zz=zc t , . . . (3). 

Het teeken van zal dan bepalen, wanneer ƒ eene grootste 

of eene kleinste waarde verkrijgt 

Ook das. Als f(x ,y , z, . . .) eene grootste waarde moet hebben voor 
ar, y, 2,... veranderlijk, zal dit & fortiori het geval zjjn, men y, z,... 
standvastig aanneemt en alleen x laat veranderen , enz. Alzoo komen er even* 
zeer de vergelijkingen (2). 



M53. Stelt men s = a t + at, y=6, + 6«, z=c, + c<,... zoo worden naar N°. 74 de 
uitdrukkingen voor » gfï » • • • • jjp» symbolisch ^a^j + 6^ + c J d f* 

( a ciWy + c r* + ( ö r* + 6 ^ + c £ + --0 

Wanneer men daarin t = Q stelt, zoo wordt * = Oi , y = 6, , z = c t , . . 
waarbij dan de coëfficiënten a, 6, c,... geheel willekeurig blijven. Wanneer 

d/ 

men ^ = 0 stelt, verkrijgt men weder de vergelijking (2) N°. 152; ei 
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d»/ 

de uitkomsten (3) moet men dan nagaan, of ^— voor alle a, b, c,... positief 
of negatief zal blijven. 

154. In het geval van twee veranderlijken a?en y, wordt j4 = 

= a> t4 + 2 a h iri- + b% t4 = a ' ^ + 2 a 6 B + e * c — W 

da? 1 da?dw dw* 

d' ƒ d' ƒ d l ƒ 
# waar «4, 5, C de waarden zijn, die =—4, ^—4- en ver- 

J dx* óxdy dy 2 

krijgen voor a?=a, en y=b r Stel (waar nu a en p 

beide onbepaald zijn), zoo wordt dit 

Opdat deze grootheid steeds hetzelfde teeken behoude, moet 

(d* ƒ V 
d~^J ^ 

< ^( ... (3) zijn ; dan heeft zeker de geheele uitdruk- 

king (2) het teeken van C t of naar (3) dat van A. Zijn 

d* f d' 

dus A en C, dat is ^1 en _/ te gelijk >of<0 .-.(4), 

zoo verkrijgt voor x-=.a x en y=ft, de functie eene kleinste of 
eene grootste waarde. Naar (3) kunnen A en Chier niet nul zijn. 

Is vervolgens B*-AC>0 of B*>AC t dat is ^^Q*> 
d* ƒ d' ƒ 

> ^ -j— ... (5) , zoo is er geene grootste of kleinste waarde 

(evenmin, als A of C = 0 is), omdat dan het teeken der 
uitdrukking (2) van p afhangt. 

Wanneer, ten derde, B* — A C=0, of B* =A C, dat is 
/ d* f V d ' / d* ƒ 

Vdïfy J = - d"^" • • 4 is verkrij ' # wel de uitdrukkin g ( 2 ) 

het teeken van C of naar (6) dat van A , maar zij wordt nul, 

B B 
als p = — ^ , dat is bz=z — — a is. . . (7). Alsdan moet men in 

+ (8) 

dt* ox 3 öx l oy d x oy % vy* 

de waarde (7) substitueren, waardoor a* als factor verschijnt. 
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Wordt (8) niet nul, zoo is er geene grootste of kleinste waar- 

d* f 

de; wordt zij nul, zoo moet men — ^ onderzoeken. — Het- 

at* 

zelfde is ook het geval, als Az=B=. C=0 is. Men zal dan 
echter veelal beter doen, de functie regtstreeks voor de waarden 
# = y=ib l ±k te onderzoeken. 

155. Toepassing, ƒ(*, y) = (a, x + 6, y + Cl )* + (a, x + 6, y + c,)« + . . . -f 
-f (o, #+6.y-f-c.)*. Noem a, 6i+aj6i a, 6.=j£Ta 1 6, aj*-f-a t > -f 

-f . .. + a,* =2*0, a, enz., zoo is =2 {xi'o! a -f ySa y b — S a x c}, 

d/ 

^ = 2 {^a^ + y^ -^V) (I) 

d* / dV 3* / 

gjj-=2^a,a, jj^p = 2^a,6, ^ = Zb x b... (2). Deze voldoen aan de 

d*/ d*/ 

voorwaarden (8) en (4) N\ 154; ^ % en zijn beide > 0: dna is er eeno 

kleinste waarde, en wel voor de waarden, die uit (l) volgen, 

Sbxb.SajC— S a x b.2b l c 2a i a.2b l c — Sa t b.Sa x c 

Z ~""~2?a l a.2 , ó 1 & — (2a t b)* 9 V ~ £a x a.^ ó — (^a, 6)* ; 
op dezelfde wjjze handelt men, als er meer veranderleken zfln (methode van 
kleinste vierkanten). 

# 156. Zijn er drie veranderlijken, x, y, z, dan worde eerst 
x=a lt y=b x , 2r=Cj bepaald. Nu wordt -j^ = a 1 ^ + 

dxdy oy % OxoZ dydz dz* 
^atA+ïabB + VC+ZacD + ZbcE + ciF, (1) 

waar A tot F de waarden van r-^ tot ^-^ zijn, voor #=a. , 
y=o,, 2=c r Stel 6= op, c=aq f zoo wordt dit a* (<4-f- 

?+ E'-CF') 0B» J J # ' # { h 

Opdat nu deze uitdrukking steeds hetzelfde teeken hebbe, moet 

vooreerst &-CF<0 (3); (DE-BF)* ~{D*-AF) 

(JB»-Ci5<0 > of (DE-BFji^Dt-AF) (E % -CF)...(A)i 
dus naar (3) ook AF<0, . . (5); derhalve moeten naar 
(3) en (5) C én .4 en hetzelfde teeken hebben. Indien 
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er nu aan (3), (4) en (5) voldaan is, zal de uitdrukking (2) eene 
grootste of kleinste waarde worden voor #<0 of J^>0. — 
Is één der differentiaal-quotiënten nul, zoo moet men telkens 
een afzonderlijk onderzoek instellen. 

157. Oefeningen. 3px y — x y(x + y)[x=p = y, z =p», maximum] ;xy(p— ?x— ry) 
[* = J^. y= ^, *=~^, maximum]; ar* + y»_( z _ 3)31;*» + y* + 

+ (3x— l)y; x»+y*-(py+?)*; (*-y)* -*y(*-8); Qj-\x— 

125 125 

(12— 1— y)x»y»; (p — x — y)*x»y*J (n— x— y)x-y'; xy + — + y ; 

P»*y + ^ + p {(* + y)*-p(* + y>-*y} t ; (x-y)»-(a* + óy + xy) ; 

8x* + 2xy + y* — x + y;5x-f 2y — 6xy— 4*»— I0y*;y*— I2*y— 8x*— 
— 5x + 4y; 3x* -f 8xy + y* + 2x-f- 3y; p + qx + ry -f *xy — <x*-- uy» ; 
p(m + «)y +F- (»* + mn + n»)y* — (m + n)*y-x» ; 14 — (x + y) + 

x*4-9y* 9y + x 

+ — TT— -4-~— ; l/(x>+y*+pxy)i x* y* («*» -** -y*) ; 
xy xy 

V {2 (x— y)« —x» — y* );p(x + y— p) (x— p) (y — |») • ?~|^(pi_4y*) + 

+^V(p» -4**); + 2J ~ + ^ (»* + *f *); y + v O» 1 + 

+ y* — 2pycw.x) + +y* — 2?y co«.(x — «)} ; 

x(p — x)co*ec.* (a-f- y) . 2p* 12p* — nx x sin.*yco8.y 

« : — - — — — - — -; Inx* nn.y A 4- Ttxvy ; 

cos.fi — sin. pcot. (a + y) xcos.y *^ Zitxco8.y 

xy + yz + px — x 1 — y* — 2* ; 2(x*y> + x*2* -f y*z*) — (x* +y* +2*); 

xyz xyz x(p — x)«n. (y + «) 

(1+ x+2) (sy+xz+yz+y*) ; (p+x) (x+y) (y+*j(?+*) ; «n.(a+y)«m(£+z)' 

158. Het geval, dat men hier ingewikkelde functien zoude 
hebben, is begrepen in het volgende. 

III. Grootste en kleinste waarden metvoor waardens- 
vergelijkingen. Betrekkelijke maxima en minima. 

159. "Wanneer er tusschen de n veranderlijken x t , x t , x % , die in 
f(x , , x x , x t , . . . x m ) = 0 . . . (1) voorkomen , nog de m voorwaar- 
densvergelijkingen bestaan, <Pi{x l9 # s , ..uc.)=0, 9,(8, ,«r, ,...*.) 
=0,...<jp. (x, , a?j ,.. .x.) =: 0... (2) , waarbij m<nis, zoo ware 
de gewone weg , om door middel der vergelijkingen (2) m ver- 
anderlijken uit (1) te elimineren, zoodat er dan eene functie met 
n— 77» veranderlijken overblijft , waarop de vorige regels toegepast 
kunnen worden. — De vergelijkingen (2) moeten hierbij onaf- 
hankelijk van elkander zijn; zij behoeven niet alle verander- 
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lijken te bevatten , maar mogen niet tot oplossing van eenigen 
dier veranderlijken leiden , die dan toch niet meer veranderlijk 
zouden zijn. 

160. Daar het hier echter op de differentialen der beide eerste orden 
aankomt, ga men liever dus te werk. Beschouw b. v. de 
n— m z=2p eerste , x , , x t , . . . x f als onafhankelijk veranderlijken ; 
• en differentieer zoowel / als de m=n— p vergelijkingen <p ten 
opzigte dier p veranderlijken. Al die uitkomsten, gelijk nul 
gesteld, even als in N°. 152, geven (l + m)p vergelijkingen, 
die nu kunnen dienen tot het elimineren der mp gedeeltelijke 
differentiaal-quotiënten der m veranderlijken a? /+ ten op- 
zigte der p onaf hankelijken Er blijven dus p vergelij- 
kingen over, die met de m vergelijkingen (2) m+p = n ver- 
gelijkingen leveren om de gezochte waarden der n verander- 
lijken te vinden. Die methode heeft het voordeel, dat de 
eliminatie der mp gedeeltelijke differentiaal-quotiënten lineaire 
vergelijkingen betreft. 

*161.Men kan ook de methode der vermenigvuldigers toe- 
passen, als men iedere vergelijking (2) met eenigen onbepaalden 
vermenigvuldiger % t vermenigvuldigt, en die produkten bij (1) 

optelt: Z+^q^+^tVt + 9»==0 (3) 

Hierin kan men nu alle x als onafhankelijk veranderlijken 
beschouwen, en dus de n gedeeltelijke differentialen nemen. 
Elimineert men daaruit de m vermenigvuldigers X t zoo blijven 
er «-w vergelijkingen over, die met de m vergelijkingen (2) 
weder n vergelijkingen leveren der bepaling der n gezochte 
waarden. 

162. Toepassing. 1°. Gegeven f(x, y)=0...(l) met de voorwaarde 

- is g^O. g + g g=0, 

of na eli.nin.tie van % gg-»/ £=(>.. .... . (3) 

die met (2) verbonden, de waarden x=:a lt y=z b t zal opleveren. 

Het onderzoek, of deze werkelijk tot eene grootste of kleinste 

waarde behooren, zal naar N°. 154 moeten worden voortgezet. 

2°. Gegeven y, *) = 0,.. (4) met de voorwaarden 

7 * 
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< Pl ( Xf y, z) = 0, (*, y 9 z) = 0... (5). Vorm de vergelij- 

o f ~d "o 

king ƒ+ X, 9> =0, en daaruit -/+ 1-, ^ +X S =0, 

ï + $ + % = 0 • % + *■ % + x ' % =M6) - 

Elimineer X, en X,, en los uit de komende vergelijking en 
de beide <p t en (5), a?=a,, y=£,, z=c t op. N°. 156 wijst 
dan den weg, om te zien of zij werkelijk eene grootste of klein- 
ste waarde zullen geven. — Wanneer men (4) en (5) regt- 
streeks gedifferentieerd had naar x, als eenige onafhanke- 
lijk veranderlijke, zoude men zien, dat de vermenigvuldigers 

1, en A, niets anders zijn dan d / en 
1 a J dx dx 

3°. Gegeven ƒ y, z) = 0... (7) met de voorwaarde <p(x, y, z) =0 

(8), waar nu x en y beide onafhankelijk veranderlijken zijn; 

, of ofdz A of ofdz A ^g> . ^<p <k_n 
zoo wordt — =0,/+^ — =0, -h-{ — r=0, 

da; p« a# d£ ay oz ax 

?? + |? *f = 0...(9), of na eliminatie van uit de eerste 
dy dz dy dx 

dz . , . , dg> 

en derde en van — uit de tweede en vierde, ^— ^ 

dy ox oz 

_^/^ = 0, |/ |? = 0...(10). Deze dienen dan 

oz ox oy dz oz dy 

met (8) om x — a lt yz=zb l , ^=c, , te bepalen. 
§ 15. Ontwikkeling van functien. 
163. Men vond N°. 77 het theorema van Taylor en dat van Maclaurin : 

R = h -yj^- f ' («+'*)••• a*) > =£t/"(*h-« *)•••(!'). 

=^%^P ƒ•(*+«)...(!•), (0<#<1); 

ƒ[*) =/(0) +?/(o) +^l/'(o) +...+£:);ƒ-' (0HJI IH .(I) 
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*. = X -~^i^f ('«)••• ( 2 ') • = £nf ('•)••• (*') • 

= ^^-/" («*)•• •(*'). (0<«<l)i 

terwijl het in N°. 140 en 141 bleek, dat deze ook de eenig 
mogelijke ontwikkelingen geven naar de opklimmende magten 
van h en van x. Alle f* (x) moeten eindig en doorloopend zijn , 
bij (1) van x tot o?-+-A, bij (2) van 0 tot x. 

Hier mogen na eenige toepassingen volgen op de meest 
voorkomende reeksen. 

164. Reeks voor het binomium (l-\-x)>. Is p een geheel 
positief getal, zoo geeft de regtstreeksche vermenigvuldiging 
eene uitkomst van den vorm (1 + a:)' ~\-\-A l x-\-A t x % 
+A f x'...(l). Differentieert men naar x t zoo is p(l+x) f - l =: 
= A t + 2A t x + 3A 3 x*+...+pA,x f -\.. (2). Vermenigvul- 
digt men (1) met p en (2) met 1+x, zoo worden de eerste 
leden gelijk, en heeft men dus 
p +pA t s-f- pA^ 

+pA f _ t x f ~ l +pA f x> 
= U, + (2 -4, +^,)* + (3 -4, *«+... 
H- {/> 4, -h (/> - 1) A t _ t ) x'- l +pA, x>. 

Hieruit volgt \A X =/>, ^=5=^); 2^ = (p-l)4„ 

pjd^rsl^,.,; waar die coëfficiënten binomiaaleoefficienten zijn. 
Dns (l + «)' = l + ^. + ^V + ... + Q«'-» + ^. 

Isnn echter |> niet een positief geheel, zoois,voor/(*) = (l-)-ar)', 
ƒ*(*)=*>"- (1+*)'"' = ^"L, (w* *>i>): voor- 
eerst *> — 1. Nu geeft (2) N 9 . 163 
(1 + *)' = 1 .*+...+ 
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). 



= r7r (T^^r r?,,,( ;, -ï^ (ï+r*)-'- 1 * ; 

Naar (3') is p«(H-«f}'-'] {(^f) 

O-O-O-A)) KwêTI- —'<•<• 

is, verkrijgt (— + 1 altijd eene eindige waar- 
de. Verder is ££Z^^<* (want ook voor s=-y is y<l)< 

Dus voor 9W = (l-f)(l-|)...(l- n "él)^ ™* 

Qr.fJfi+Jl^Gr.C 1-?V=*- Opdat deze grens <1 zij, 

moet men dus hebben j>] v < 1 , en daarvoor wordt dan Gr. 22=0; 
ware [*] V >1, zoo zoude Gr. i2 = oo zijn. De vergelijking 
(3) geldt dus als oneindige reeks voor — l<a<-r-l. 

Voor *=±1 wordt (3): (l±l)' = l±^+...± -■ { vjv±- 

Hier is Gr. *i=±i> = ± Gr. "■=£ ; dos 
voor — oo<»< — 1, 6rr. tfe+21>l, en voor;>=-l, 

ö r .^tl) = l, dus de reeks divergent; voor — 1<Q><> 
qp (n) 

echter wordt Gr.?-^-tü<l, dus de reeks convergent; men 

<j>(n) 

moet nu zien, of ook Gr. RzzzO is. 
Daartoe geeft 1°, voor a?=+l, de vorm (3*) R=z(l + ê) r 

P" ( . 1 ^ . De eerste en laatste factoren zijn eindig; de 
1'/' + 

middelste is voor p > 0, als k <p <k + 1 is , ^ = (- 1) - * ^ 



i) Ook hier beteekent, even als N°. lül , [y]„ de volstrekte waarde , afgezien van 
het teeken. 



■ 
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: hiervan is de eerste break = m, eindig; de tweede 



(Jfc + l)-*' 1 

heeft 0 tot grens (daar*— p<&-f-lis), dus(jr.22=rO. Voornega- 
tieve />(=— r) is^^-zz^— lj'-p^, met 0 als grens voor r< 1. 
Dus is voor a?=-+-l de voorwaarde — l<f><oo voldoende. — 
2°. geeft *=-l, naar (3'), *=j£^ (-1)' (!-*)'"• 

Stel, als p>0 is, dan is R= ( p ~}}l~ *— dus 

(even als boven voor * = -f-l) Gr. i2 = 0. Is weder p 
negatief (= — r), zoo gebruike men den vorm (3'); dan is 
E= (-r)"- x (- l)'(l-fl)- 1 _ 1 _ (r+l)'- ui 



1-»" l- 1 ' 1 (l-*) r+l 1 



\ v + x * dus daar r-f-l>l is, Gr. R=z oo; dus moet hier 
0_<jp<oo zijn. 

Derhalve geldt (3) als eindige ( reeks voor p positief geheel; 
als oneindige reeks voor <1, —«><;>< oo; voor a;= + l , 
— 1 <p < oo ; voor rc=— 1, 0<j><oo. 

•165. Gevolgen z\jn: (T -~-= 1 — 2 x + 3i» + ... + (_ 1)* {k + 1) x* + ... 

1 1 1.3 , v 1*'* 

C-K*<i3; Ï7p"+*) =:l "~3 , + r4* *— " + +- 

[-Kx< IJ; i/(l+x) = l + --- T + _ T _. .. + (-!)*-! 

^ ^ „ /l— x*)\ x 1.2*' 

lW/» - - l 1 1.3 

+ iT7I x * +...[— l<x<l]. Toepassing op (o + 6)', (a + &)>. 

(1— 2«x + «*)~~* = l +i«(2x— a) + ^ct* (2 x _-«)»+... + 

+ ^f7i «* (»*-«)* [- ^^=*= i: £r} Na ontwikkeling * de 

1*/W fc.fc— 1 Z Jbü/- 1 1 

coëfficiënt vana* iX^^^x* -^ijk^T**"* 2"^2fc-lp--* + " j* 

(2Jfc)*'-' 

Maar yj^ — 2 t *i*" ; men nu 2*1*" Xjt, zoo wordt de coëfficiënt 
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( U* - 2 '/»(2fc-l}"-»- 2'/* (2jfc — 1) i/-* 

= G) ^*- 2 ^ / "' =0) (^T- x8 *" 2 ') : **" 2 '> en 

2 * 1 un x * = ^*{*' *-C)*' +(*)»**-*+... + 

+ (-l) / C)^- 2i + ...j =^-(^-0*. en 

166. Logarithmischereeks. I (1+x) geeft ƒ *(a?)= ^ *~ 1 1 *" 1 " . 
dus moet — l<a?<oo zijn. Verder wordt 
l(l^) = x-±x* + *x> -... + t^)-L x > +R t . . . . (1) 

^«-(^■-('•^(-'•-(^■"lïV.-fn 

Voor — l<o?< oo is 1 + 03>O, dus is in (l r ) de laatste breuk 
eindig; bij de eerste breuk is £^~^<1 voor a?*<l (zie 
t N°. 164); dus geldt de reeks voor £*<1. Voor a?=-f-l 
wordt nog (1*) — (jq^) » dus voor de grens R , = 0 ; 

voor 1, wordt R=z til ƒ _L_^ f waarvan de grens 

onbepaald is. Dus geldt (1) als oneindige reeks voor [— 1 <a? < 1]. 
Voor x——x J wordt (1) 

i(l-*j=- {*+i-* 1 H-i* , +,..+ j«* + ..}[-l<«<l],.(2) 

~~ ~~ 1 1 I . x 

Stelt men in deze x———^ , zoo is ir=j-— - [0<2<oo],en 

.r 

l - 1 , /(^ + *) = lp + f ~— geven sterker con- 

P' , __f • 

2^ + * 

vergerendc reeksen. 
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Men konde (1) ook dos schrijven 

J(l + *) = *(1— (1 — **) + ••.+ yf 1 — »*)[— !<*<!]: maar 

in dien vorm geldt zij niet meer voor x=-f- 1 ; een voorbeeld van voor- 
waardelijke convergentie, die hier afhangt van de orde der termen. 

, (1+*)/— p— 1 ö— l.p— 2 

Uit ( i) n°. 1 64 volgt T p _J 0 = * + + ^-j: « 

waaruit voor j> = 0 de reeks voor 1(1 +x) ontstaat. 

167. Exponentiele reeks, a" geeft ƒ* (ar) = (Ja)* a* ; dus 

a^l+aZa + j^^a)'-*-. . .-f- p-*— (*ia)-« +22, . . (1) 

R=±-(*lay (V). HierisGV.^+^ = ör.^==0, 
1 n (p(n) n-hl 

voor eindige x; dus geldt de oneindige reeks (1) voor alle 

eindige x. Voor a=re wordt zij 

e - = l + * + ^L + .. .+£!+....; (2) 

en deze geeft voor xz=—x 

*-=l-f +£-... + (-1)'^ + ; (3) 

x* x ik 
waaruit verder j (**-f-éT *) = 1 H- — ^ + . . . + + . . 

♦De vergelijking (1) geeft, als men slechts den eersten term opschrijft, 
a*=l +(xla)J: Stela=^, x=ï, zoo geeft dit : ^ =/>y ' {Q)' — 1}...(5). 

r 

Voor a' —y t das x = Log. , y , geeft (l), daar la = j^-~ e is, 

» = 1 + + óCSt.)' +-< 6 »- ° f ^ « =* » = 1 +hj + + -"»- 

168. Goniometrische reeksen. Sin. x geeft ƒ*(#)= ** n - (y^-h*)» 
dus hier ƒ**(<)) =0, /" +1 (0) = 1, en daarmede 

22=^ *. («u +**)(!')• Bier is Gr. *^p== 
= Gr f^Mii^+l5i=0; dus geldt (l)alseene 
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oneindige reeks. Evenzoo vindt men 

cos.xz= 1 - — -H-p^ -...4- cos. k 7i + (2). 



*169. Om «n.px volgens het theorema van Maclaurin naar de magten van situx 
te ontwikkelen, stelle men «n.x = y, dus sin.ps =z*m.(pBg sin. y) ; zoo ii, 
naar N°. 62, ƒ*" (0) = (—l)"p* (p* — 2*).... {p* — 4(n — 1)* } suupkn, 
(o) =(— l 1 )^*— 3»).... {/)*— (2n— 1)»} coa.pfcjr, 
waar fc willekeurig is; dus 



sin. (p Bg sin. y) = {l - y* + ^yfj,— ^ % - • • •} ^-P** + (~ »)* 

i y ~ ïTO'y' + — t^t — y s — )pco»-pk« + * — i 1 *) 

Om die rest te beoordeelen volgt uit(l) N°. 168: sin.(pBgsin.y)=pBgsm.y 

( (pBgsiiuy)* ) . , 

\\— , \ ƒ + ...> (a). Nu zal men N°. 170 vinden (tywn.y)» = 
l 1.2.3 ) 

tf* 2 v % 2 . 4 v* -*» 
= l + 3 2 +375 3 +«"C**^ l ](*). 1-1)^*1=*» + 

y 1 y* 1.8 ï 5 

+ ï + n+ 2 -i+ [«»<«]«. 

Men vindt dus, door de substitutie dezer waarden in (o), voor ar* < 1, eene 
dubbele reeks, waarvan iedere horizontale regel convergeert naar (c) en (6), 
terwijl de sommen dier gedeeltelijke reeksen convergeren naar (a) ; dus mag 
men de uitkomst ordenen naar de vcrtikale reeksen , en verkrijgt alzoo eene 
convergente reeks naar de magten van y geordend; deze moet met (1') 
zamenvallen ; dus is Gr. R — 0. Zij wordt dus 

sin. ((px)) = (l- ^««.» x + P% '*l~* % * — *n.pkn + (-!)* 

( »* — I* p* — H.p*— 3* ) 

.9irux — «n.*x -f - -=- sin.* x — ...\pcos.pkn...(l). 

[ 1.2.3 l 5 /i V 

Als x de kleinste boog is, die bij x behoort , wordt fc = 0 , en heeft men 

Cnt — i» ni — l*.p»— 3 2 *\ 
wn,x TXT""*'** ïvi * B - 5 *— ••>••■(*) 

die ook verkregen wordt voor p geheel; is daarbij p oneven, zoo is de reeks 
eene eindige (b. v. sin. x , sin. 3 x , sin. 5 x, . . .). 

Wil men evenzoo cos.px naar de magten van «tn*x ontwikkelen, zoo 
wordt naar N°. 62 ƒ*"(<)) := (_ l)"p»(p»— 2*)....{p*— 4(n — 1)» }cos.pfcsr, 
ƒ»•+!(<)) — (p* - i»)(p*— 3*).... {p« — (2n— l)*}p«'n.pfcir; 
en daarmede (omdat ook hier Gr. R = 0 blijkt te zjjn) 

coM(p*)) = 0 - 7^ +^1^ 

j«n.x — i 2 ^ «n.»x+ - ^ «n.*x— ...jp«n.pfc;r...(3). 
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Wanneer * de kleinste boog is, die bij sin.x behoort, of als p een geheel 
getal is, wordt 

cos.px = 1 - f- 2 sin.* * + - Pl '^~ 2> * n ** * ~ * * ' (4) * 

Is in het laatste geval p even , zoo breekt de reeks af (b. v. cos. 2 x , cos. 4 x . . .). 
Op dezelfde wijze vindt men , met hulp van N°. 62 , voor de ontwikkeling 
van sin.px en cos.px naar de magten van cos.* (daar Gr. R=zO is) 

««.((,*))= |i_^cos.^ + ^-f^cos.»x-...)«n.| — jisrj +(-1)* ' 

|cos. x — YT1 0M * + f*" * ~~ "r l ~~2~ p w ' ' ' ' 

cos.((p*)) = |l—^cos.» *+£-*— co*.»*-... } cos. j_-p*rj +(-1)* 

i C0 *- * K2T? * + ï*ï~* *—. jp«n. { — P* J ...(6). 

Is * de kleinste boog, die bg cos.* behoort, zoo wordt fc = 0, en heeft men 
swi.p 1 = 1 1 — -f- 2 CM - 5 .» } w>. t — {">*•* — ^ 2 ^3 cos. »*+... J p cos. » p *r,..( 7 ) 

cos.p * = { l — ^cos. » * + ... J cos. \pn + { cos.* — cos. «*+... J p sin. » pw...(8). 

Is in (5) en (6) p een even getal = 2p, of ook een oneven getal = 2p + l , 
zoo wordt 

r 4p 2_ 1» 4p*— l».4p*-3* ) 

«».((2p*))=(— i)*+^-.p|w,.x--^- 2 - 8 -cos.»*+ ^ co*.**-...j,..(9) 

{ 4 p- 4p i .4p ï — 2* 1 
cos.((2p*)) = (— \)>y — ^cos.** + j- 47ï cos.** — ...j... (10) 

f (2p+l)* (2p+l) J .f2p+l) s — 2* É 1 
«n.(((2p+l)*))=(-l)^{l- ( -^ J «".»*+ * ^ cos.**-...J„(,l) 

f (2p + 1)> — 1* 
cos.(((2p + 1)*)) = (- \)'p[co,.x — — cos.» * + 

+ (2p+i)>-i> : (2p+w-**^ Sx _.^y f (12) 

waarvan (10) en (12) ergens afbreken, maar (9) en (11) niet. 
( I ) en (3) geven co8.({px—pkn)) = cos.p * , (— 1 ) * sin. ((p * — pk n)) = sin. p x ; 

2 ib + 1 

(5) en (6) geven cos. {(p * — -— p n)) = cos. (p * — * p n) en 

2fc-j- l 

(_ 1 )*«„. [(p x — — — p »)) = sin. (p * — | p ?r). % 

Deze eigenhjk identieke nitkomsten leeren, hoe men van (2) en (4) tot 
(l) en (3), evenzoo van (7) en (8) tot (5) en (6) kan teragkeeren. 

sin. x p 1 — i 1 

Stelt men in (2) en (4) p* = y, zoo is sin. y = — — y — lt2 ,3 

Cain.x^v* p l /'sin.**V p*.»*— 2* /'swwr'N * 
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Voor p — ob wordt Gr. x = 0 , dos Gr. 1 ; «n 

len (11 en (2) r&n N*. 168. 
170. Cyclometrische reeksen. Bg sin. x geeft (zie N°. 62) 

/»■ (0) = 0, — (0) = (1"'-) J ; dusi^* +gL*'+ 
(1.3)' s _ I _(1" , T p_* 1** 1.3*» 

1«-l/3 -.**-« 

+ - f ui2 (1). 

^2"- ,/l 2n-l^ W 

Om de rest te onderzoeken, differentiere men naar x, zoo is 

1 -1.1.3. l""" 1 t „ . dR itm . 

ï?pCT) = 1+ ï* + 271* +2-^* + ^ • • 

Volgens N°. 165 blijkt, dat in (1*) voor **<1, ^?=0is: 

dns ook 22 = 0, daar zij anders van eene hoogere magt van x 
moest afhangen. De reeks (1) geldt dus als eene oneindige, 
voor « a <l. Voor ar=±l blijven de beide leden van ver- 
gelijking (1) convergent, dus geldt zij (naar N°. 101) ook 
dan, derhalve voor — 1 1. 

x l* 5 l*'**"* +l 
üit (1) volgt: Bgcos^n-ï-ij-...-^ — -...(2). 

Daar voor (Bgwm.*y naar N°. 62 /»"(0) = 2(2 ,, - 1 ' 1 )^ 
/ 2 ' +1 (0) = 0 is, volgt 

,„ . 2 . 2.2' fc 2.2*- , ".2*- ,/1 l4 
(ty m.*) - = x 2 *- +_*» +...+ _ 

=i ' + 3l + "' + l^ T +-[-l<'Sl] (3)- 

Dat Gr. R = 0 en j? 1 < 1 moet zijn , volgt daaruit , dat men (3) 
ook had kunnen afleiden als de tweede magt van (1). Differen- 
tieert men (3), zoo komt nog 

Ba sin. x 9 2 2* _,/i 

= x +-*>+...+ «» - 1 +...,[- 1 <*< + 1] ..(4) 

die niet meer geldt voor «=±1. 

Stel hierin x*=j^ l ,dusBgsin.x=:Bgtg.y,x v /([—x>)=-^ 1 
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„is: i^. y =-*-,{l + § ï ^ ï+ ...+ ^( T ^_) -'+..}..(5) 

waar (— oo<y< + oo). x is overal de kleinste boog, die bij 

sin.x behoort, y evenzeer die bij tang.y. 

Bgtg.x geeft (zie N°. 61) ƒ*"(()) = 0, f+* (0) = (-l)"l- /1 . 

x 1 2 l*' 1 1 
Dus wordt Bgtg.x=-— x*— ...+i2=x-^ar s + 

+ ^ 6 -... + i2...(6) en, naar N°. 57 i2 = * ^ 

s^nl^l (-1) - | * } | ^ ^ ] (6 . }< 

De laatste factor ligt altijd tusschen — 1 en + 1 ; de tweede 
is voor ar* < l , altijd <1; dus is 0.22 = 0, en geldt (6) als 
oneindige reeks voor x x <1. Is jt*>1, zoo stelle men 

Bgtg.xz=±$7t- Bg tg. i = ±i*~i + 3^-5^ + " • 

[het teeken ± naar mate a?>+ l of 1 is] (7). 

Daar Bgcot.x = in —Bgtg.x is, volgt deze uit (6) en (7). 
Stel in (1) x = \, = 1 = \ \/ 3, in (6) x = 1 , zoo komen er reeksen voor 
» ar, |nr, **r. 

Omdat (N°. 57) f (x) hier bekend is, heeft men naar het 
theorema van Taylor 

h h 1 

tg. (x + h) = tg. x + j «m. 1 x - j ««• 1 1 2 X + • • • + 

+ (_ i)-*_ s i n .» x am. «ix-fJB M .(8) 9 waar x = jw— jfyty.* is. 
n 

Daar R dergelijken vorm heeft als (6'), heeft zij evenzeer nul 
tot grens, en geldt dus de oneindige reeks (8). 

Stel in (8) A = — +*») = ^» zoo is Bgtg. (* + *) = 
Bg. tg. (jot. % — ^) = — j. % , dns = «*ï + jf««.S/+.« + £ «afc+.«(9). 

Voor*=— »— 1=^~- wordt Bgtg.(k+x)=Bgtg.(—lj=-- Xt 
x sin. v cos.y ^ 



% 

Evenzeer geeft het theorema van BernouUi (zie vergelijking (8) N°. 77) 



,1 "_fü^_i_- ^Jla. + i + (10). 



X* . ** 



Bgtg.x = x sin * * + — X**"* 2 / + ••• + -jr»*n* i X s " u ^ % + • •>»» , ( 11 ) 
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Jf 

of, daar naar de onderstelling Bg tg. x =2"" * » s = cot - X 
jf 1 1 

X = ™. x co8. x + -cos. t z* in '2X + -' +ï co, ' i X"»-** U*)- 

De grenzen, waartosschen (9) tot (12) gelden, moeten op andere wijze 
worden bepaald. 

171. Als voorbeeld van gemengde functien zij, met hulp van 
N°. 62, 

waar B tt , t de BernouUiaansche coëfficiënten zijn: 

7?— 1 7? — 1 7? — 1 7? _ 1 7?— 5 7? — 691 

* ~ 6' '-3Ö* "'-«O* , -66' «'-273Ö' 

7? — 7 7? _3617 ^ _ 43867 
— 6' ^ 1S ~ 5ÏÖ' 1T ~ W 

Verder wordt ~— = -f —- = l x-B t (2 l - 1) f! + 

ennog^J = l-?^=^ + 

+ (-l)-B Ii . l(2 »-l)^ 7;r+ .. ( 3)=|-| i + ±- 0 -^ ö+ ..(4). 

172. Door de methode der onbepaalde coëfficiënten kan men hier 
de berekeningen veel vereenvoudigen; deze is toch geoorloofd, 
mits men eerst zeker zij van den vorm der uitkomst Dat het 
differentiëren hierbij van nut is, bleek reeds in N°. 164. 

Men heeft naar N°. 168 , sin. (p Bg sin. x)z=pBg8in.x— ^ 

(Bg sin. x) * -f (Bg sin. x) 5 — ... , dus ook deze termen naar 

N°. 170 ontwikkelende, eene uitkomst van den vorm 

sin. (p Bg sin. x)z=A l 9 + A t x s +A s x* + ...[— 1 <x < l]...(a) a 

Evenzoo, naar W. 168 en 165 ; * n -Ü B 9«*^) =B x x + B t x % + 

1/(1— «') 

+ £ 5 a;* +...[-1 <a?< Verder nog, naar N°. 168 , 170, 

165 , cos. (p % sin. a?) = 1 + A t x l + -4 4 a?* +...[— 1 <x< !],...(<?) 
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\/(l—x ) 

Hier zijn dus de onbepaalde coëfficiënten A en B te bepalen. 

Differentieer nu (a), zoo is p C< *' == A t + 3 x 1 -f- 

1^(1— * ) 

+ 5 i4, + 7 4 T a?* + . . . (1*) , convergent naar (d). Vermenig- 
vuldig met s*) en differentieer weder, zoo is 

-p> ™J P *l™f = (2 • 3 A % x + 4 . 5 + 6 . 7 . 4 T *« +...) 
l/(l-s') + (^ ( +3^s' + 5^s^ 

convergent naar (b). Vermenigvuldig met j/ (1 — x*), zoo moet 
-/>* «r. (pjfy sin. x) = (2 . 3 A t - 1 ^ ,) s + (4. 5 A t - &A t ) x % + 
(6 . 7 <4 7 — 5» A s ) x 6 + .. . (1') identiek zijn met (a); dus 
2.3^ s =-(p , ~l , K, 4.54 6 = -fr > -3*)^,, 6.7J T = 
— — (p*-S*)A $t ...(l d ). — Om nu ^, te bepalen, stelle 
men in (a) x = 0, zoo wordt 

^ sin. (p Bg sin. x) ^ ~ sin.(pBg sin. x) Bg sin. x _ . 

Crr. — urT. — — ; • — p • 1 — , 

a? * Bgsin.x $ 

waardoor alle A bekend worden; hiermede vindt men (2) 

N°. 169 terug. — De waarde van A x kan men ook vinden door 

(1*) met (d) te vergelijken; hierdoor vindt men verder 

SA t =pB t9 5A s =zpB it 7A,=zpB 9 , en dus naar (l d ) 

*pB t =-(p % -V)A l9 4p5 t = -.(p>-3 l )^„ GpB.= 

i i ri\ a j eoe.(pBgsin.x) , p 1 — l 1 % 

n » ï j n > ai 

+ p \:ü - *'+...[~i<«<i] 

Evenzoo voert (c) tot de reeks (4) N°. 169 voor coa.(pBgsm.x) 

, sin. (p Bg sin. x) f »* — 2* . 
terug; en verder tot ^ y — — £ = p{<r — £___a; 5 + 

+ «L^±V^..j (2). 

Stelt men in (1) en (2) sin.x = y, zoo is 

€os.py - ©*— 1* . . .p 1 — l'.p 1 — 3 1 . , /a . 

— ■ =1 -xr ,,fc ?+ — t^t — — (3>, 
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o» 



c<».y F \ * 1.2.3 UT 1'/» * J U 

173, Ook kunnen wij op deze wijze de magtsverheffing eener con- 
vergente reeks (a 0 -ha, *4-a, a? s +...-Ha 4 ar* +...)" ten uit?oer 
brengen; bier toch is de uitkomst van denzelfden vorm, stel 
=.4 0 + A 1 x^-A i x t H-...-|-«4j Differentieer nu loga- 
rithmisch, zoo is 
. a, H-2a > g+«»-f-^a^*""'-r-»- _ ^ l 4-2^.3?+.»+ L^a 1 ' 1 

dus na l A 0 +n(2a i A 0 -^ i A t )x+n(3a s A (t +2a i A l +a i A 1 )x i + 
+ tt .=za Q A t ^(2a 0 A l ^ 1 A i )x^(Sa 0 A i ^2a l A 1 +a i A l )x t +..\ 

bieruit A=n^ 0 , ^ = {. J + Q g)'} .1 

i J= {«?i + fl(n-l)^ + Q ^yj^ 0 ,enz.Om^ 0 te 

vinden, bedenke men, dat voor *=0, -4 0 =r(a 0 -hO)*=a 0 ' is, 
waardoor weder alle A geheele vormen worden van de coëf- 
ficiënten a, zoo als behoort. 

Hierdoor zoude men b. v. 'de reeks voor (Bg sin, x) 1 in 
vergelijking (3) N°. 170 kunnen vinden. 

k A* 

♦ 1 74. Volgens het theorema van Taylor is ƒ (* + A) — ƒ (x) = T ƒ '(*) + 7-r/'(*)+..(l). 

Even zoo is/(* + h) ~f(x) = \/'(s) + £ 2 ƒ "'(*) + . . • (2)- Stelt men zich 

voor dat de waarde van f'{x) nit (2) in (1) wordt overgebragt, en zoo ver- 
volgens, zoo moet men eene uitkomst van den vorm f{x + A)— ƒ(*) = 

=\f (*) + A l h (f'{x + A) —ƒ'(*)} +-i,A«{/'(x + *)-ƒ'(*)} +...(«) 

verkrijgen. Ontwikkel deze, zoo is */'(*) +^ /•"(*) + fXg /'" (*) + 

A* (Al fA A* A* . ) 

+ ÏT7T/ ,V W + •••=( ï/V) j +^x*{ï/»+n-/'"W+ T: ^/ IV (*)+... j 

+ A t A» f ï/"'(*)+ï^ /* v (*) +- j + ^, h* |a/iv (*) + . . . J + ... De coef- 
ficienten van A*/* (*) geven nu telkens: 1 = 1, -^=A t , {Ys=JJ^i + 
+ A t » HTi = iSs^i + i^^* + ^3 » dufl ^, =i, -rf, =-i , ^, =0, 
-4* = Om den algemeenen vorm van A te vinden , stelle men in (3) 
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ƒ (*) = e* , dos/* (* + k) — ■ƒ* (x) = «*+* — . e' = «* («* — 1). Dan wordt (3), na 
deeling door e* (e* — 1) , 1 = C TZTT + * + ^, + ** + ... , dus naar 

N°. 171,4,*+! -%A xk J^—B ik . x , dus wordt (3) 
/(* + *) -/(*) = *'<*) + \ {/' (s+hHTi*) } - ^ {/"(*+*)-/'(*) )+...+ 
^71 5 1 *- . A 1 * { / 2 *(* + *) - / 2 * (*) } + • • • . 

de bekende reeka van Stirling, wier voorwaarden van convergentie hier 
echter niet te behandelen zijn. 

175. Oefeningen. Cos.px = cos. jl — ty. 4 rin.px = 

= cos. *x jp tg. x— tg.*x + tg.*x— . . . j , waar x de kleinste boog 

2*« s 8 2x»° 
ib, die b« «n.* behoort; *c^*= 1—- — - — - 

— .. . = 1 — 4,x a — 4 4 r*— -4 6 x s — daaruit tg.x=A t (2* — 1)* + 

1 x 

+ 4» (2* — \)x* + 4 e (2« — l)* 6 + .„; cowc.,^ +4 s (2i — 1)- + 
+ 4 % (2«-i) T + 4 6 (2«-l)- +...;J-^- =-M,^-44 4 x*-*4«*«-.... 

§ 16. Ontwikkeling van ingewikkelde functien. 

176. Wanneer in F(x, y)=0, y ingewikkeld gegeven is, zoude men 
y=/j (x) moeten oplossen; en deze dan naar het theorema 
van Maclaurin in eene reeks kunnen ontwikkelen. Daar die 
oplossing echter in den regel niet mogelijk is, moet men naar 
andere middelen omzien, om de gezochte reeks te vinden, die 
dan tevens de oplossing der vergelijking F(x y y)~0 zal geven. 
Naar het vermelde theorema van Maclaurin is jP(0)-h 

+1^(0)4-^^(0) + ...=^), als Gr.R.'=0 is, om- 
dat dan (zie N°. 77 en 140) de reeks convergent is en F{y) 

tot som heeft. Stel nu y=— , waarbij <p{p) niet nul is, 

<p(x) 

opdat, voor #==p, zonder onzekerheid y=0 worde; daar- 
enboven worde q>(x) niet nul voor eenige waarde van x tus- 
schen de grenzen r en «, zoodat dan ook y niet oneindig kan 
worden tusschen die grenzen. Verder neme men aan, dat 

8 
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x — n 

tusschen dezelfde grenzen de functie — r-^ alleen klimme of 

qp (x) 

dale, opdat met iedere waarde van y eene enkele bepaalde 

_ d. x p 

waarde van x overeen stem me. Dan moet -- — -£ := 

dx q> (x) 

yW-M^W f 0 f we i alleen de teller, q> (x) -(x~p)<p'(x), 
q>(xy 

steeds hetzelfde teeken behouden tusschen genoemde grenzen. 
Alsdan is eindelijk F(0) + ^(0) + (^y^0) 

+ ...=iF\ï=2\, stel=/(*) (1) 

wanneer namelijk de reeks zelve doorloopend is. Men heeft nu te 
onderzoeken, wat er wordt van F'(0), dat is F'(y) voory=0 
of De vergelijking (1) geeft F (0) =ƒ(/>), maar de 

afgeleiden zijn niet op die wijze te bepalen. 
177. Vermenigvuldig (1) met q> (x)' (= {<*> (x)) •) , zoo is 

f (.)• + • . . + p^rTT (0) {7^}'" ♦ W + Ftt^W 

{^}"» w " + ï^^ ,w, {ïsr t,f f + (i) 

Hiervan de nde differentiaal nemende ten opzigte van a?, en 
de uitkomsten van (10) N°. 62 substituerende, 

^njgj} '♦(*)"] =0,[n<«].=l">W-'=l*",[«=a], 
rsn"' 1 /)*"* [<pM*"'] ; j[n> fl ] (waar na het differentiëren j?=i> 
moet worden gesteld), wordt de reeks eindig: 

D- [/(«) 9 (•) =F(0)2>' [♦(•)•], +J*'(0)Z>- [» (•) "'],+ 

+^!^(0) «• 

Tl*'' 1 

in welke reeks de getallen-coefficienten de binomiaal- 

coefficienten worden. 
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Neemt men nu ook de n— 1de differentiaal van (1) , en 
substitueert men weder de uitkomsten van (10) N° 62, als 

men f{x) =— <p(x) m =nq> (ar)- 4 " 1 qf (x) stelt, 

D '~ 1 L{^)} 1) \ <f{x) 'n =o.[*-i<«].= 1 ' /, "»W" - " , ^W=- 
==i-V(p).[«-i=«L=Wi)^ , i>"-'- , [»»W"-'"VW]^= 
=H)-'^'-'[ n 4-i){ 9 W'-'j] =*^'i>— W*)— 

[n — 1 > a] , zoo wordt ( 1 ) weder eindig : D ' " 1 [ƒ (x) D { 9 (a?) ' } ] f = 
= *(0)2>'[9(*H,+i^ 

fo> (*) -],+.. . ' (0) J9 fop (*)], . . (3). 

Het verschil van beide reeksen geeft F' (0) = D" [f(x) <p (x) "] f — 

- J>—[/W ^ (9 (*)'}], = 2>"' [* (*)" (*)], = 

= X>-' [qp (ar) 'ƒ»],. En nu wordt (1) N°. 176 onder de 
boven gestelde voorwaarden, f(x) = ƒ (p) fo> (*) ƒ' (*)] / + 

178. Men kan deze reeks ook nog onder anderen vorm voorstellen , 
als men ^—^—Kf^x) en dus (p(x)z=^^ neemt; dan mag 

evenmin <p t (x) nul worden voor x=zp, of tusschen de gren- 
zen r en 5 van a?, en moet nog tusschen die grenzen 
hetzelfde teeken behouden. Dan is, wanneer de reeks zelve 

convergeert, ƒ(*)=ƒ ö>) + *i&£L=Jlf (.) ^ + ^ 

* c(SS)>(-a+tó ^cc-si v «:,+• • • • (i) 

en deze heet de reeks van Bürmann. 

Toepassing. Voor ƒ(*) = «** fU/> = 0, 9l da» = 

= a(a— 6J;)*- 1 «C — **)* = a (o~6Jb)*-» voor = 0; dus 

a.a — 2ö . a.(a — 36)* , . 

8* 
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179. Stel nu, dat er tusschen de grenzen r en s een wortel q der 
vergelijking x — 9 (ar) =ƒ>... (1) voorkomt; met andere woorden, 
dat ééne der waarden q van £, die aan (1) voldoen, tosscben 
r en * ligt; dan geeft (4) N°. 177: /(?)=/ (p) + fo>(*) ƒ'(*)], + 

+ jf, D [, (,) </ (,)] , + j-J-. /)• [ f (x) V' (,)],+ (2) 

en neemt men hierin ƒ(#) = #, dus 4 / y (#) = l, zoo wordt 

S =* + [f (*)] , + ^0 [»(*)'],+ j^-g i> '[» W '],+.... (8) 

alles weder onder de vroegere voorwaarden van bestaanbaar- 
heid (N°. 176). 

Beide reeksen heeten die van Lagrangei de laatste leert den 
wortel q van (1) in eene reeks ontwikkelen; de eerste eene 
willekeurige functie van dien wortel vinden. 
*180. Men kan beide reeksen nog algemeener voorstellen door zf (x) in plaats tod 
v(x) te stellen; alsdan wordt (l)... * — zq>(x)z=.p . . . (4) en de reeksen 

/(*) =/(/>)+ Z -f*W(*)]t +f^l>(*) 1 ƒ '(*)], +7^^ W*) VWJ, +-.(*) 

Stelnnvoor(4):j: = F{(^ + 2y(x)},/ ) + z,(jr)=y, y=f> + ** {*Ty)},.(7) 
dan wordt 

+ T^7s z>,c? { i?T( * , } v '^ (jr) } ] ' + (8) 

de rwJb van Laplace. 
* 181. Als eene functie ƒ(*) naar de magten Tan e* kan ontwikkeld worden, dat is 
/(*) =^0+^, «*+^,e**+-4, «**+..., dan wordt/» =4, «*+ 2^,«t*+ 
+ 8,*, e* * + ..., /'(x) = 2i^ 1 e»* + 3 W 3 «»* + ..., 
/•(*) = n w ^[ w e-* + {n+l)-ül. + 1 eC-+0- + ... 

Naar de reeks voor «** (de N°. 178, toepassing) is voor x = 0 , 1 ,•..«: 
1 = 1, 

«»* 1 
e-=l + ae* +(0-26)0— + (a-36)« aj-^ ««' + ..., 

n* n< 
e«- = l + nae«' +(a — 2o)a— e*-* + (a — 3&)*a— --«»•> +... 

Vermenigvuldig deze respectievelijk met A 0i A l e*, en tel dere 

produkten op, 200 wordt 

a(a — 26) aia — nb)' — 1 
/(a+*) =/(*)+a/'(6+*) + -! T - 2 -i/'(26+*) + . .. + '2_ 7 i— ƒ ■(»&+*)+.., 

de rdti uan ^6e£ 
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§ 17. Ontbinding eener breuk in gedeeltelijke breuken. 

182. Ten einde eene gebruikelijke breuk _ waarin dus de 

/(*) 

graad van F(x) lager is dan die van ƒ(#), — in gedeeltelijke 
breuken te ontbinden , zij f(x) = (x — r l ) ' (x — r s ) * (x— r t ) ' .. . 
. . . (s— r,)>, waarin r,, *\, r a , . . . r, de verschillende wortels zijn , 
die a, b, c % ..p maal voorkomen, zoodat f(x) van den graad 
a+ b + c-L .. . -\-p=zq is. Zij nu vooreerst ƒ (s) = (a? — 

dan is, voor ? T7~n == 7 w + 7 w^ï-7T» 

(x — r t y<p(x) (x — r x ) (x—r t y 'q>(x) 

F(x)z^A(p(x) + (x—r l )3; stel hierin x=zr it zoo isjF(r,) = 
=.4 9 (**,), dus J = omdat <j>(r,) niet nul kan zijn. 

Hiermede is verder 5 = zJ_iZ. ; omdat de teller 

voor a?=r l verdwijnt, is hij door x— r, deelbaar, en is dus 
B — F x (x) eene geheele functie van x. Dus is - = 

= ^Ö' + F I #^ ^ h6eft ^ eV6nZeer V °° r 
^ i= W fFtW = ^W^ ïllM weder _ QÜ_ = 

Men kan nu evenzeer stellen q, (x) = (x — rj' <p t (x) en daar- 

j?^ fx) 

mede den laatsten term op dezelfde wijze behandelen • 

<p(x) 

en zoo verder. Dan wordt eindelijk 

A _> A l x , 4.-» ■ 

ƒ (.) - ( TT ri) - + (x-rj- + * ' ' + «-rT + 

O. 5 x ^ l + 4-£iz»x 
r i) ( x — r %) x~r t 
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+ ! 

+ pZ^y + (i^rlr 7 + + ^ W 
en de mogelijkheid zoowel als de vorm der uitkomst van 
de ontbinding in gedeeltelijke breuken is hiermede aan- 
getoond. 

183. De vorige methode, om ^totP,_, te vinden, isomslagtig. Men 
zoude ook alle breuken in (1) kunnen wegmaken, en eenen 
geheelen vorm verkrijgen F(x)zz:JS Cx' ; daar deze identiek 
moet zijn, leveren de coëfficiënten der q magten van n ook q 
vergelijkingen om de q onbekenden A tot P f _ x te vinden. Dit 
gaat wel aan, wanneer het getal gedeeltelijke breuken niet 
groot is; maar anders is ook deze weg wijdloopig. Eerder is 
de volgende te verkiezen. 

184. Wanneer vooreerst elke wortel slechts éénmaal voorkomt, dus 

. . , . F(x) A B . C 

a=6=c=...=»=l, dan is + + + 

f[x) x—r t x—r t x— r, 

+ . . . + — - ■- . stel= -—- + ^ - W ' waar * ( a? )=( aj - f ï ) 
x — r a x — r t q>[x) 

r,). ..(ar — r,), en dus f{x) = (x— r,) q> (#)... (2) is. Het pro- 

dukt van (1) en (2) geeft F{x) = Aq> (x) + (x — rj y(x) t dus 

F(r ) 

voor x = r t , F(r t ) =r A <p (r , ) . . , waaruit A =— J--^. Daar ech- 

<P( r J 

ter <p(x) niet onmiddellijk bekend is, is het wenschelijk haar 
te verwijderen ; differentieer (2) , zoo is ƒ'(#)=(#— r , ) <p'(x) -+■ q> (x) ; 

dus voor «=«*,, f'(r x ) =r<p(r,) , en nu wordt ; '; . 

f \ r \) 

Evenzoo is *=^M ...PssJN. 

Wanneer de wortel r, complex is, van den vorm a-Mt, zoo 
geldt het voorgaande evenzeer. Wil men liever niet met com- 
plexe grootheden rekenen, zoo bedenke men, dat de toegevoeg- 
de wortel is r s =$ — *i, zoodat (x — r t ) — rj = (x— s) : -H' 

wordt. Dan is A=%±% = + i; *=JÖ= 
=s^ t — B,t (daar zij alleen in het teeken van t verschillen); 
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. A B _A X +B l i A x -B,i _J lA x x-i{A x È+Bfy 
waaruit nu de i geheel is verdwenen. 

F(x) F (r t ) 1 , F{r % ) 1 F(r t ) 1 

♦185. Men heeft dus W) =jT^ s —+ffcj s ~ t + fW) *~> + 

+ J_ (1) 

Uit ƒ(*) = (*— r,) (x — r s ) (x — r,) .. . (x — r„) . . . (2) volgt: (x) = (x — r,) 

— r,). .(*— r.) + (x— rO (x— r 3 ). . (x -f r.) + (x— r,) (x— r,)..(x— r.) 
+ (* — — r »)« da8/'(r,) = (r,— rj)(r,— ra)...^!— r.) 

/'(r,)=(r,— rJtrj— r,)...^!— r,), f(r i ) = (r 3 — rj(r 3 — r,)...(r,— r.), 
/(r.) = (r,— r^r,— r^r,— r 3 )...(3). Substitueer deze (3) in (1), ver- 

menigvuldig met^x)..^,, zoo is F( x ) = F[ r l) + 

(x r -r 1 )(x-r 3 )...(x--r.) {x - ri )lz-^r t )...(s-r w ) 
+ (r 1 -* l )(r 1 -r s )...(ri—r«) ^ ,; " r "(r,-r l )(r 3 -r ï )...(r s -r.) 1 *'~ r 

(x~r 1 Hx-r > )( x --r 3 )... de interpolatie .formule van 

^ (r.— ri)(r,— rjXr.— r 3 )... 

Lagrange. 

x'~ x 

386. Toepassing op -jznv ^ te * 

I. dat de noemer den vorm a?**— 1 hebbe, zoo zijn de wor- 
tels: -f-1, — 1, en cos.2nA-r-tMn.2nA, cos. 2nA— t«n. 2nA, 

voor n=l tot n=6— 1, en A==-^ [a<26+ 1], Hier is 

dus FW^" 1 , f(x)=zx %t -l, ƒ'(*) = 2 os 1 '" 1 ; der- 
halve zijn de tellers der. gedeeltelijke breuken voor de wortels 

, . (c<w.2nA-r-mn. 2n/)*^ 

cos. 2 n A -f- i 2 n A . . . — — ;r~7 _r-: 5 ï\ a 1 — — 

26(cos. 2nü + t«tn.2n A} 3 

cos. (2nA (a — 2 0) } + iain. { 2 n A(q— 2 6) ) c os.2nqA-Hgw.2naA 

— Yb ' 26 

naar het theorema van De Moivre, en omdat2&.2nA:=2nn-is; 

^ . . cos.2naA — ism. 2naA 
cos. 2 n A — t«n. 2 nA... diensvolgens — 
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. x- x 1 1 (— 1) J 1 J_ V c<».2nqX+t«tt.2nq X 
DUS1S i7^1 — 26*-l + ~^~a;+l' h 26 i ar-co*.2nX-i«n.2nX+ 

1 cos. 2naX—irin.2 naX 
+ 26 , «—co«.2nXH-t«tn t 2nX 

1 1 (—1)' 1 1 *^ (&-coi.2nk)co9,2naX-sin.2nXun.2naX 

26 a?— \ + ~2b~ x^\^"b i x* — 2x cos, 2nX-M = 

— _L_L M)' 1 1 V rcw.2naX— cm. {(a— l)2nX) 
~~26ar— 1 + 26 a?+l + 6 i ar' — 2xcos. 2nX + l 

II. Zij de noemer x xi ' v — 1, zoo zijn voor X' =z ^ en 

« = 1 tot n=6— 1 de wortels 4-1 en co*.2nX'±t«n. 2nX'; 
men vindt dus hier, omdat (26— 1) 2nX'=2njï is, 

x" 1 _ 1_ 1_ 

a?»*- 1 — 1 ~~ 26—1 ar — 1 + 

2 * y (a? — c os. 2 n X') cos. 2 n a X' — gin . 2 n 1' «n. 2 n a X' _ 

+ 26^-1 i ** — 2arc<w.2nX'-|-l "~ 

1 1 2 a? cc*. 2 na V —cc*. { (a— 1) 2 n V } 

~"26-l a?-l, + 26-1 i x t -2xcos.2nX'+l 

III. Voor den noemer x x * \ 1 , zijn de wortels cos. { (2 n— 1 ) X) ± 

± i «n, { (2 n— 1 ) X } , voor X= ~, en n=l tot n=b. De overeenkom- 

stige tellers zijn dan ( (2n~l)X) ±^n, {(2n-l)X)]^ 
ë J 26 [cos. { (2 n-1) X) ±t«n. { (2n-l) X) ] 1 *- ' 

_ cog.((2n— l)X(a— 26)}± i«n. ((2n-l)X(a— 26)} _ 

26 



x'- 1 



= (2n-l)« is; dus is ,~rr^ = 

__1 ^-[a--co«. ( (2n-l)X | ]cc*. j (2n-l)aX ) -h«n. j (2n-l)X j «n. | (2n-l)aX ) _ 
i i'— 2arco«. {(2"n~— 1)X) +1 

— 1 * — XC08 ' {(2n — l)flX} +C08. {(a-1) (2n— 1)X) 
~ b f #' — 2a:c<w. ((2n- 1)X| +1 

IV. Nog zij de noemer ar* -|- 1 , dan zijn de wortels — 1 

en cos. { (2n-l) X'} ±isin. { (2n-l) X'} voorX^^-y enn=l 
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tot ts=b-l. Men vindt dan, omdat (26-1) (2n~l)X'=:(2«-l)f t is, 



x % '~ l +l 26—1 a?+l ' 26—1 
-[^cog. ((2».l)r)]cog. i (2n-l)qV}-^wn.{(2n■l)^ , l«n.{(2n-l)aV } 
i x l -2xcoa. |(2n— 1)A'} + 1 

_J_ _2_ 'j 7 ! ( (2n-l) aA'j+cog. { (q-1) (2n-l) X') 
26^-1 aH-1^26-1 i x'—ïxcos. {(2n-l)V j + 1 • 

Men ziet, dat er bij deze vier gevallen zoowel overeenkomst 
als verschil bestaat; ook dat de i werkelijk verdwijnt. 

3x+4 3x+7 6— 18x 168+125x— 7x* 

187. Oefeningen. — ^ZZTs'' ê^^~^ x»-4xi-2Ï7; 

18* 5 -f9x* — 17*» — 68** — 31x+33 30 — 55x-fl4x* 9*-f-l 

6x» + 7x»— 8x 1 3x*— llx*+6x ; 3x»— 2*»— 3*— 2 ; 

408+66x— 15x* 288x»+$5x»— 4l87x+84 288+287x+824x»— 219x»+4x* 



(x— 2) (x+3) (x+4)' 4* *— 205x» +441 ' (x+8) 4) (ar— 7) (x— 1) (2x+ 1 ) • 
1 1 1 1 x» + 15+x+ 3x» 13x>— 37 x-f 4 9 

x*— V 625— 16x* J *•— 1 ; 1— x« ; 1— x* ; (2x— 1)(3— xj(5^7) ' 

16 — 22j— 27*> -f 6x» 32— 14x 5 — 28x + 28x«— 6j 3 -f4x* 

x(x + 8)(2 — 5x + *>) ; *»_Ux» + x— U ; (4 + x>)(2x— 1)* ; 
5x»— 2lx' + 8 x-f 34 7x» — I4x+ 4 16x* — 29x* + x+ 16 
(x— 2) (x— 4) (x* — 8x+ 1 ) ; (2-fx»)(l+x-xi) ; (2 + 3x— 4x') (4 + 3*— 2xi) ï 
16 — 120x + 6x* -f- llx » 
— 64 * 

188. Wanneer na vervolgens de factor r,) a maal in den noemer 
ƒ (ar) voorkomt, zoodat ƒ (s) = (a?— r , ) >(a?) is , zoo verkrijgt men, 

naarN'. 182 , ^= ^ + ^_ + ... + -^ + ^, 

waaruit F(a:) = i2 <p (aj) + (a%- r,)* F, (a;) . . . (1) , als 

R=A + A x {x-r x ) + ... + A m _ l {x-r x y- x (2) 

Differentieert men R naar a;, en stelt dan telkens i = r, om R f r 
te vinden, zoo is R r =A, R' r ~A lt R' r = 1 .2.A., . . . 
i^zsl" 1 ^,. Differentieer nu ook (1), stel weder x—r i , en 
substitueer deze waarden van jRJ, zoo is 
F(x)=R r q>(r l )z=Aqi(r l ) t 

F(x)=R r <p'(r i ) + R' r <p(r 1 )=Aq>'(r t )+A l q>(r l ) t 

r (x) = R r <p' (r t ) + 2 R' r <p' (r t )+R' r <p ( Tl ) = A 9 ' (r t ) + 

+ 2. 1.^^(0+ 1.2.^,9^) 

(*) = 22, qp'frO + (>) # r <p>- (r t ) + (J) ^ ^» (r t ) + . + 
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+ ... + l" l ^,<p(r 1 ). 

Deze vergelijkingen, in getal, kunnen nu dienen om de p 
coëfficiënten A , 1 , 1 . 2 , . . . 1' '* A t te vinden. 

De complexe wortels behandelt men even ais gewone ; bij het 
verbinden der uitkomsten voor twee toegevoegde wortels, zal 
ook hier weder de i verdwijnen. 

_ , . 22** +5**— 28*» +35*» -29*+ 12 l 13*«— 5**— 6*+2 
189. Oefemngen. xHx + l)[2 x _ z){ Zx _ 4) ; p^y 2x ,^ x ~ 

22*»— 37 * * + 22* — 9 ** + 5 * — 27 85 — 108*+ 106*» —20*» 

2*t+7ï ; *»( JP _s)*(* + 3) ; (*— 3)(2*^ryi ; 
i i i 



x 8_ -f«— *> — l' ^io—**— ** + l' *» * — *» — *« + 1 ' 
12** — 8*» +48*»— 23* + 40 9*» -8** +12 



(4 — 3*)(3 + 2*»)» * (4*1 +*ï)(8— 12*+6**— *») ' 

2* 7 — 2* 6 — 15* 5 — 6** +35*» +29*»— 24*— 33 1 +* 



(6 — 2*»— 3*» +*5)(9— 6*2 +**) ' (l+**)(l+*+*ï)»' 

ïiO+ 13*»— 6*» — 15*» — l8*+27 1 

6*6(3— *—*»)» J (x + 3)»(*» + 4*+9) J * 



HOOFDSTUK III. 

i 

TOEPASSINGEN OP DE ANALYTISCHE MEETKUNDE. 

190. Bij dit onderzoek zijn drie hoofdafdeelingen te onderscheiden, 
naar mate het geldt 1°. de vlakke kromme lijnen, 2°. die 
van dubbele kromming, 3°. de oppervlakken; — vooreerst wat 
aangaat het aantal onafhankelijk en afhankelijk veranderlijken; 
vervolgens wegens de grootere of mindere eenvoudigheid der 
formulen; eindelijk ten opzigte van den aard der eigenschappen. 

Verder dient er ook onderscheid te worden gemaakt tus- 
schen de behandeling, naar mate de vergelijkingen voor regt- 
hoekige of voor polaire coördinaten gelden. Met de eerste 
soort zal telkens worden begonnen. 
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§ 18. Loop der vlakke kromme. Bijzondere punten» . 
boog, raaklijn, asymptoot, normaal. 

191. Zij, bij regthoekige coördinaten, y de ordinaat gegeven als 
eene functie der abscis x, y-=zf(x). Dan is (zieN 0 . 14), als 
x de hoek is, dien de raaklijn aan het punt (ar, y) met de as 



der x maakt, tang, t := = y = f (x) 



Bij den loop der kromme lijn is de eerste vraag, of zij 
rijst of daalt, dat is of y grooter of kleiner wordt; of 

A y = ƒ (a? -i- A x) — ƒ (#), dat is , bij positieve A x , ook Gr. — = 



Aar 

= GrJ (* + A *1 ~f & = f' (ar) , voor Gr.Aa? = 0, positief 
Aa? 

of negatief is. De kromme lijn klimt of daalt dus, naar mate 

f (x) > of < 0 is. 

Meetkundig volgt dit ook uit de vergelijking tang. x =J'(x). Is de 
kromme rijzende, zoo is 0<x<90° en f (x) = tang. x > 0 ; daalt zij, zoo is 
90°<t<180° of 0 <I80° — t<90°, dus/' (x) = tang. x < 0. 

192. Wanneer alzoo ƒ'(#) van positief tot negatief overgaat, moet 
er eene tusschenliggende waarde a van de abscis zijn, waar- 
voor ƒ' (a) = 0 of co wordt. 
f (#) = 0 zegt dat tang. x =r 0 , 
dus ook r = 0 is, dat is: de raak- 
lijn loopt evenwijdig aan de as 
der abscissen ; voor dat punt is dan 
y=/(a) eene grootste of kleinste 
waarde (zie N°. 144). f (a) = oo 

zegt dat tang. r= oo, dus t = ^tï is: de raaklijn staat dan 

loodregt op de as der abscissen; voor zulk een punt heeft de 
abscis eene grootste of kleinste waarde. Zulke punten heeten 
toppunten (points de culmination). 

193. Eene tweede vraag is, of de kromme lijn hare bolle (convexe) 
of Jiolle (concave) zijde naar de x as keert; dat is of de boog 
tusschen de koorde en die as, dan of de koorde tusschen den 
boog en die as ligt. Om dit na te gaan voor den boog tus- 
schen twee punten P en P, , waartoe de beide ordinaten PQ 
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= 1 I/W - *ƒ(• 



en P, Q t behooren , deele men den 
afstand Q Q, door midden in het 
punt Qj, waarbij dan de ordinaat 
P, Q, de koorde PP X in R door raid- 
den deelt. Het komt hier dus aan op het 
teeken van het verschil RQ t — P, Q s . 
Voor Q Q, = Q, @, = Aar is nu 

-P, Q, =J (PQ— 2P, Q 1 +P l Q 1 ) = 
A + 2 A.r) J. En nu heeft dit 



verschil hetzelfde teeken .!,/(»)-»ƒ(» + *»)+/(«+»*«) = 



ƒ(#) 

= — =— y-i = ƒ* (ar) + t t waar t , tegelijk met A x , nul tot grens 
heeft. 

De rigting der kromming wordt dus aangegeven door het 

teeken van — f lx) = ^-^ = y*. I 9 dit > 0 , zoo keert 

de kromme hare bolle — is het < 0 , hare holle zijde naar 

de as der abscissen. Bij dit alles wordt ondersteld, dat f( x )>0 

is ; als zij < 0 is , geldt het vorige kenmerk omgekeerd. 

Meetkundig blijkt dit, daar bij eene bolle kromme de hoek der raaklijn 

met x grooter wordt, bij eene holle kromme daarentegen kleiner; het ken- 

dx dv d = 

merk hangt dus hier af van het teeken van y-j nu is = j-^Bgtg.f(x) = 

/*(*) dx 
- — 1 — . . . . « ; de noemer is steeds positief, dus komt het teeken van -7- 
1 + {•/(*)}* dx 

overeen met dat van /"(x); waaruit hetzelfde kenmerk als boven volgt. 
194. Men kan dit kenmerk ook onafhankelijk maken van het teeken 
van ƒ(#), wanneer men de as der x zoo verre evenwijdig kan 
verplaatsen, dat de kromme lijn geheel aan de eene zijde van 
die as komt te liggen. 

Omtrent den stand der kromme ten opzigte van de as der y geldt het- 
zelfde kenmerk, wanneer men de y als onafhankelijk veranderlijke beschouwt. 

~ . . . „» d*x d*y fdx^* d*y fdy^\ s 
Dan is zie N». 85 — = — -r4 » ( T~ J = — rr 1 ( r ) • Het teeken 
' dy l dx* KdyS dx* \dxS 

d* x d : y dy 

van ys» hangt dus hier zoowel van j— =- af als van dat van -3—. 
dy* ° dx* dx 
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195. Maar nu kan ook f (x) van hare positieve tot hare '^negatieve 
waarde overgaan; daartusschen zal dan, voor <r = a b. v. , 

ƒ* (a) = 0 moeten zijn. Zulk een 
punt, waar de bolheid in holheid 
overgaat, heet buigpunt (point d'in- 
flexion). De kromme lijn moet zich 
daarbij ter wederzijde van de raak- 
lijn voortzetten ; die r a a k 1 ij n is dus 
tevens sn ij 1 ij n. — Daarbij zal dan, 

volgens de theorie der maxima en 
d l v 

minima, — £ eene eindige waarde hebben voor x~a\ is deze 
dx' 

waarde nul, zoo heet het punt een punt van dubbele buiging; 
d k v 

is nog =0, voor dezelfde x = a, een punt van driedub- 

dx 

bele buiging , enz. Verdwijnen , voor x = a , de eerste n 4- 1 
differentiaal- quotiënten , zoo is er een buigpunt van de n d * orde, 
Is nu n oneven , zoo heeft er , even als bij het gewone buig- 
punt, snijding en raking tevens plaats: is n even, alleen 
raking; dit alles volgt uit de beschouwing, dat f +1 {x) =/"(y') is, 
en het hier dus een maximum of minimum in stand van de 
raaklijn geldt. 

dy (Ai) 1 <*' y 

♦196. Ook aldns : naar het theorema van Taylor is Ay = A*J^ + ^ 2 + 
(Aar) J d*y 

+ ■yf + »«« voor de kromme, en voor de raaklijn aan het punt 

l • | • O CM* 

dy (Ar)» <f»y 

(ar, yï evenzeer Ayi = A*J^» waaruit volgt Ay — Ayi = TTa~a Jx* + 



{As)* d 3 y 



d*y 



+ ö^ï + •••O)- Derhalve bij gewone raking (Ay — A yi ) : ^>0, 

onafhankelijk van het teeken van A x; dus blijft de kromme aan dezelfde 

d*y d*y 
zgde der raakljjn. B\j een buigpunt, als tpj =0is, hangt (Ay — Ayi):^y 

van het teeken van Aj af, en valt de kromme voor en na het buigpunt 
ter wederzijde van de raaklijn. Bij een buigpunt van de 2nde orde, hangt 
d* y 

(Ay — Ay t ) : g-j m+t af van (A*) ,,+J , dus niet van het teeken van Ax, 

dus is er alleen raking. Is het buigpunt van de 2n — 1de orde, zoo hangt 
d tm + t y 

(Ay — Ayi) + i af van (Ajt)>"+ 1 , dus van het teeken van A*; er 
zal dan sn ij ding en raking tevens zijn. 



I 
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197. Het toppunt en het buigpunt behooren tot de bijzondere of 
merkwaardige punten (points singuliers) : zulke zijn er meer. 

Stel, dat niet, zoo als tot nog toe stilzwijgend werd onder- 
steld, ƒ (x) ééne bepaalde waarde heeft voor x = a, maar 
dat zij meer waarden verkrijgt, dan heet daarvoor het punt 
een veelvoudig punt (point multiple). 

1°. Heeft ƒ (x) meer bestaanbare waarden , zoo snijden elkan- 
der in dat punt even zoovele takken der kromme; zulk punt 
heet dan dubbel , driedubbel punt , ook wel knoop. — 2°. Zijn die 

waarden ^ onbestaanbaar, zoo is er een afgezonderd of toe- 
dx 

gevoegd punt (point isolé , conjugué) ; ook zulk een punt kan 

d l y 

dubbel, driedubbel zijn. — 3°. Is v~ = bij meer gelijke 

CL X 

du 

waarden van , zoo bestaat er een keerpunt (point de rebrous- 
dx 

sement , cuspis) , waar twee takken der kromme lijn in een punt 
eindigen en daar dezelfde raaklijn hebben. Men onderscheidt keer- 
punten van de eerste of van de tweede soort, naar mate de gemeen- 
schappelijke raaklijn tusschen de beide takken der kromme lijn 
loopt, of deze aan dezelfde zijde dier raaklijn blijven; daaruit volgt, 
dat een keerpunt van de eerste of tweede soort zal zijn, naar 

d % y 

mate het teeken van voor eene nieuwe a?-as, evenwijdig 

aan die raaklijn loopende, daarbij voor de twee takken ver- 
schillend is of niet. — 4°. Wordt voor x b. v. > of <a de 
y onbestaanbaar, of omgekeerd de x voor y> of <6, zoo is 
daar een eindpunt (point d'arrêt). — 5°. Als bij zulk een eind- 
punt tevens ^ verschillende waarden verkrijgt, is dit een 

uitstekend punt (point anguleux, saillant). 

♦198. De theorie dezer bijzondere punten kan ook door het theorema van Taylor 
nader worden ontwikkeld , b. v. voor de keerpunten. In het geval eener 

dy 

ingewikkelde functie F(x,y) = Q, moeten enz. voor de substitutie in (l) 

_ dF dFdv 

(N°. 196) berekend worden (naar N°. 70) uit: ^ +^ jj; = 0, . . . (1) 
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ï*Fdy frFfdy^* o\F d*y 



**F 

frF d*F dy ï*F fdy^* oV/ydy^v» f d*F 
ïJ> + 8 ^yTx + 3 d*W\JxJ -t-ÏJï^dïJ + 3 ^dTSy + 

+ oV dx)dx* + $y dx*-° ' 8) ' 

dF *f 

Is nu tegelijk j^ = 0 = ^— voor een zeker punt (a,b) der kromme, zoo 
dy 

kan niet meer uit (1) worden opgelost, maar dan wordt ook (2) 

li X 

van en met elke hiervan stemmen ook uit (3),... , — die thans allen den 

1>F 

laatsten term missen, omdat ^ = 0 is, — afzonderlijke waarden voor 
d*y d s y 

dx>' rfx»"" overeen; nft Bnbs titutie ' m 0) ( N °- 196 ) vi ndt me» dns ©ene 

dobbele uitkomst voor A y — A y x , geldende ieder voor een afzonderlijken 
tak der kromme nabij het punt (a, b). — Zijn nu de wortels van (2*) geljjk, 
d*F Ï*F dy 

200 moet + = 0 ztf n , maar dit is juist de coëfficiënt van 



in (3); dus wordt -^7 = • of naar mate de vier eerste termen 



van (S) te zamen eindig of nul zjjn. Omdat de coëfficiënten in (1) (N°. 196) 
niet meer doorloopend blijven, geldt die ontwikkeling niet meer; en omdat 
Ay — Ay, eene dubbele waarde verkrflgt, zal men eene reeks moeten 
verkrijgen van den vorm ^y — &y x = Ah + A t h*** + 4\ h 6lt + ...• 
waar A= As is; hebben beide waarden een verschillend teeken, zoo is het 
keerpunt van de eerste soort; hebben zg hetzelfde teeken, zoo is het een 
keerpunt der tweede soort. Beide gevallen komen voor by positieve A, voor 
de beide takken, die nu dezelfde raaklij u hebben; voor negatieve h wordt 
Ay — Ayi onbestaanbaar; beide takken eindigen dan in dat punt. 

199. Verder volgt uit (1) (N°. 191) tang. T=y / =^, dus ook 

«■ » = T^yij = 1 : ' 1 1 + (2) ' } = v^irw) ' 

Wanneer A * de differentie van den boog voorstelt, heeft de 
vergelijking A *=|/(Aa?* Ay 1 ) + * tot grens d8z=V(dx*+dy % ) 
of ds* =dw* +dy , ...(l) > waardoor de differentiaal van den 
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x 



boog bepaald wordt. Hiermede wordt cos. t — - - 

d 8 

dy dy ds , , dy 

sin. t s -2 = : — ...(2), dus weder fa. r = 

as dx dx dx 



, d» 
ax 




Meetkundig vindt men hetzelfde , in de onderstel- 
ling, dat er tusschen twee punten F en P t geen 
bijzonder punt der kromme lijn voorkomt. Trek de 
raaklijn van het punt P tot waar zij de ordinaat 
van P x in 5 snydt, dan is boog P P\> koorde 
PPi of A^VfA* 1 +&y 1 )- Maarook^ PP X < 
<PS-hP^S<PS+(P 1 Q 0 -SQ 0 ), waari',« 0 = 
= PiQi — °f A*< A«**«c. r + ^y — 
— Voor de grens wordt dy — dxtg.x, 



l/(dx* +dy*) ds 

dus 3 < j- < we 

ax ai 

= ^{ l + (jx)*}' 100 * 

rfx. 



«-kJi+OO'}. 

boven ; tevens cos. t = 



dat ia y s 
ax 



1 

sec. r 



dx 
di» 



Zijn £ en 17 de loopende 
coördinaten, zoo is de ver- 
gelijking der raaklijn 

»-j = |f(«-*) • • (»)■ 

M Verleng de raaklijn , tot dat 
zij de as der abscissen in T 
snijdt, zoo heet het stuk PT 
| de Tangens (= T) , het stuk 
Q T de Subtangens (= ; daarvoor is 7= Tangens =r y coaec. t = 

200. Is de kromme gegeven door de ingewikkelde vergelijking 

d v d F d F 
F(x t y) =0 , zoo moet men y' =•—=—— : (zie N°. 45) in 

dx ox dy 

de vorige uitkomsten substitueren; dan wordt de vergelijking 



dF 



dF 



der raaklijn (t— -h ^ = ° 



(6) 



Voor de lijnen van den tweeden graad heeft men den regel : vervang x* , 
y'i *y» x, y door *É, yi/, + + T(y + *7)« 
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Moet de raaklijn evenwijdig loopen aan eene gegeven lijn 

4x+By + C=0, zoo moet tang. 1 = ^ = -^ zijn; dus 

dx Ja 

gelden voor de coördinaten x t y van het raakpunt de vergelij- 
kingen F(*,y)=0, B™S£=0 (2)' 

201. De vergelijking der raaklijn kan men ook dus schrijven 
9 = */'£ H- (y— xy')» Wanneer nu, voor Gr. x = co , wordt 

Gr.y=J t Gr.(y-xy') = B t (I') 

zoo wordt de vorige ij = 41; + B . . . (1), die van de raak- 
lijn aan een oneindig ver gelegen punt, van eene asymptoot. 
Het geval, dat de asymptoot evenwijdig loopt aan de y-as, 
zoude vorderen, dat ^=so=j?; maar alsdan zoude regt- 
streeks uit de vergelijking F(x , y) = O volgen y = co voor 
x = a. Om echter alsdan na te gaan, of deze x-=.a werkelijk 
eene asymptoot geeft, moet men de omgekeerde vergelijking 
x=iF l (y) op dezelfde wijze behandelen. 

Zij omgekeerd y=.jé1;-\-B eene regte lijn, die telkens tot 
de kromme nadert, zonder haar ooit te snijden, dan zal de 
vergelijking der kromme zijn y==- 4x+B + waarbij * eene 

functie is, die voor x = 00 verdwijnt; dan is ^ = GY. ?, 

x 

B = Gr. (y — Ax). 

Het gebeurt soms, dat deze laatste beschouwing eene asymptoot levert, 
waar er goene grens voor de raaklijnen bestaat, en dus de vorige tot gecne 
uitkomst zoude voeren. 
•202. Wanneer de functie F(x t y) verdeeld kan worden in ecnige homogene functien , 

b. v. **/(|) + *'/. + + = 0, waar a>è>c>.,(I) 

dan kan men haar voor eene asymptoot dus onderzoeken. Stel y — Xx, om 
y 

A=zGr.- te vinden, dan wordt zij /(A) -f x h ~* f -f ... = 0; dus voor dc 
grens, daar 6 — a<0 is,/(i) =0. .. (2), welke nu de wortels X = A levert, 
die eene asymptoot kunnen geven. Om verder B = Gr.(y—A x) te vinden , stelle 

meny — Ax = fl , zoo wordt (1): x"f(^A + + + = 

Maar ƒ (,0 = 0 naar (2), dus /(a + = £/' (a + (zie N : . 31 j , 

daardoor p/'^A + + *' » /, (a + + . . . = 0. 



CM 
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Voor 6 — a-f- 1>0 is er geeue grens voor ,■*, don gcene asymptoot. 
Voor 6-o+KO wordt voor s = oo ,/' (A) = 0 , dus j*= 0=2?. 

Voor 6 — a + 1 = 0 wordt = — 777^ = 5. Is hierbij echter /, (^) = 0 en 
/'(<*) = 0, zoo wordt = men heeft dan één term meer noodig uit dc ver- 
gelijking (1): x«/^) + i"7i + *< ƒ + -. = <>, [c<a-l]. 

(dl N°. 75) 1 du. I -'/.'/■ (-1 + + « 4**) + 

+ .. A (^ + f) + ...=« of . ( ,, / '^ + ^) + ,/'.(^+^') + 
+ x f -'+V> (^+7) + •.•=0,du8voorJC = co,| A V*(^)+^/'i M + 

P = 0, waar voor c = , <,of>o— 2, P=/ , (^), = 0, of = oo is. Inhetlaat- 
ste geval is er geene asymptoot, in de eersten moet men = £ oplossen. 

203. Trekt men door het raakpunt P de normaal CP loodregt op 
de raaklijn , zoo is hare vergelijking » — y =r (x — {) cot. x = 

= ! ( (£ — x) . . . (1), of in geval eener kromme F(x, y) = 0, 

(,! y )^ =(l _^ (2) 

?F ?F dy 

Vergelijk dc differentiaal-vergelijking der kromme + ^— jTj = 0 met 

ÏF v —y ?F (IFx — S 

die der raaklijn, + JT g x = 0 , en die der normaal , -j- -f ^-3^ =0, 

zoo zijn dc beide laatsten gemakkelijk uit de eerste af te leiden. 

Verleng de normaal CP, 
tot zij de .r-as in U snijdt, 
zoo heet PU de normaal 
(=A r ), en Qf7 de «u&nor- 
maal (= Sn). Daar nu 
LQP Uz= t is, wordt A r = 
Norm. = ^sec. 1= ï/]/(l+y /J ) 

d ° (3) 

w 




V — 
(lx 



Sn — Subnoi m.—y tang. r = y y' 
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Moet de normaal evenwijdig loopen aan eene gegeven lijn 
Ax-t~ By+Cz=zO,' zoo gelden voor de coördinaten ar, y van het 

raakpunt de vergelijkingen F(x, y)=0, A~-\-B ^-=0.. (5). 



§ 19. Kromtecirkel, ontwondene, aanrakingen 
van verschillende orde. 




204. De geheele (totale) bromming eener kromme wordt bepaald door 
de afwijking in rigting tusschen de raaklijnen aan de uiteinden. 

Laat, in het punt P, PT raaklijn zijn 
aan twee krommen K x en K t ; verder 
P t T, en P, 7\ raaklijnen in P, aan K t , 
in P, aan K t . Wanneer dan de bogen 
PP, en PP, gelijk zijn, wordt bij K x de 
kromming aangegeven door den hoek 
P.r.7 1 , bij K t door P^T; deze laat- 
ste hoek is kleiner, dus heeft K t eene 
mindere kromming dan K t . — Laat nu K È , een cirkel, in P 
de lijn P T raken , dan is steeds hoek (Pl\ P, T 7 ,) : boog PP, ss 1 : 
straal R. De gemiddelde kromming , het eerste lid dezer even- 
redigheid, is dus bij den cirkel standvastig, en staat alleen in 
omgekeerde reden van den straal. Bij alle andere kromme 
lijnen is zij veranderlijk, moet dus met die van den cirkel 
worden vergeleken; zij is de verhouding tot den cirkelboog, 
beschreven met den straal 1. De kromming in een punt is de 
gemiddelde kromming van een oneindig kleinen boog en kan 
dus weder voorgesteld worden door een cirkelboog (zie N°. 206). 
Voor de regte lijn is 'de kromming nul , dezelfde als van een' 
cirkel met oneindigen straal; daar die straal van oo tot 0 kan 
veranderen, kan iedere kromming door een cirkel worden 
voorgesteld. 

205. Z,ij nu P en P, twee digt bij elkander gelegen punten eener 

9' 
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kromme; PT en P.T, de 
raaklijnen aan die punten, en 
D haar snijpunt; PC en P, C 
de normalen aan P en P t , 
en C haar snijpunt. Dan is 
L PCP X = i TD T, = 
= É. Q,T t D — LQTD = 
= x, — t = At, wanneer 
t, de t is voor P,. Deze 
hoek tusschen de normalen , of tusschen de raaklijnen , heet krotn- 
mingshoeh (angle de contingence). Noem verder den hoek, 
dien de koorde PP, met de Jt-as maakt, LP,SQ=a, dan 

PP 

is in driehoek CPP,, als CP=r, CP x =r"\s, r= . ' . 

sin. JrLtlr x 

. sin. CP, P= . T — — cm. i + Ar-o , r=- — 

«in. At 8in.PCP l 

.sin. CPP, = VH A / 0 __ T ) t Wanneer nu P en P, 

«tn. At 

tot elkander naderen, zoo worden r en r' grooter, en naderen 
tevens tot zekere grenzen; omdat echter G r. cos. (r-f-A t — o)=r 
= cos. 0 = Gr. cos. (o — t) is, vallen die gren/.en zamen, en heeft 

men , omdat Gr. sin. A t= Gr.^^- Airrfr, Gr. r =r Gr. r' = 

j—Bgtg.y', dus dT=~^-— ; dus, als Gr.r=. Gr. r' = pis, 

1/(1 -hy' 1 ) i/fl-f-yT ds dx ds n . 
(> = A, — -ffv = — — r^-— = 3- : 3- = 3-. Deze phectde 

Omdat CP—CP, is, wordt LCPP X =LCP X P, dus 
LP l PD = LPP i D; hunne som is <Jt, dus ieder ={dr. 
. Meetkundig laat het vorige zich aldus verklaren. Met den boog 
PP, neemt ook het verschil tusschen de normalen CP en CP, 
af; men kan ze dus beschouwen als den straal van een cirkel, 
die C tot middelpunt heeft, het kromtemiddelpunt, en de krom- 
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me in P aanraakt; hij heet dan kromtecirkel. Dan is A a=rr A r, 
r=^, dus bij de grens e=-pJ en verder door substitutie 

ss • . . (1) (naar N°. 203). 

y y 

Uit den tweeden vorm van q volgt , dat q en y' hetzelfde 
teeken hebben, dat is q positief (of negatief) bij bollen (of 
hollen) vorm der kromme. (Sommigen nemen echter q altijd 
positief.) Stelt men de coördinaten van het kromtemiddelpunt 

* t en y, , zoo is *— *, =t>*m. r, y t — y=2QC08. t, *,=x — ^4 - y', 
y , =y + 1±JC..(2), na substitutie der vergelijking (2*) N°. 199. 

y 

dy d l y 

Voor eene kromme F(s, y) = 0ii, wanneer men de waarden van j- en j-- 

-i(D'+(g)T' * 

uit N°. 70 «nhsntneert, 9 = j^^y ^ *£ d^Y^V' 
jt — j*i y — y\ Koxs ^dys 

207. Laat voor eenig punt (x t y) der kromme zijn qp (x, y) = a...(l); 
en diezelfde eigenschap bestaan voor een naaslbijgelegen punt, 
zoo is q> (x -h dx t y dy) = 9 (j?, y) d<p (x t y) = <*, dus 
<*<*>(#» y) = 0 . .. (2). Heeft zij nog plaats voor een derde 
naastbijgelegen punt, zoo moet naar (2) ook d<p(x,y)-f- 
■+• d*q> (x 9 y) = 0, dus ook d % <p (*, y) = 0 . . . (3) zijn. Het be- 
ginsel, in dit stel (1), (2), (3) opgesloten, is van veel toepas- 
sing; hier kan het dienen tot bepaling van den cirkel, die 
door die drie punten gaat, den raakcirkel (cercle osculateur). 
Stel zijne vergelijking (£— />)* 4. (7 — q) x = r,*, zoo is 

' " (y - q) 1 = *i » ... (4') ; (x - p) + (y - q) Jj = 0 , dus 
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dusy— 9== — |l-f-^jQ j: ^Jf...(4 f ); derhalve naar (4*) 

de formulen voor den kromtecirkel; beiden vallen dus tezamen; 
(4*) geeft dan ook aan, dat het middelpunt hier op de nor- 
maal moet liggen. 
208. Wanneer men x en y afhankelijk stelt van a, wordt (naar 

: ( *1 _ ^IfL | . Maar nu is (voorbeeld 2 , W. 88 voor /=«) 

f*?Y-iY*?Y—i ^f^+ö^y— 0- 

du S o=iJ- d *y_ d% * d *\— _ d v. dl dl y n) 

V l<** da 1 da 1 da) da' da % da'da^" Kf 



Ook aldas. Naar N°. 206 en 199 is x — x, =. qsïtut = q — , y t —y — 
dx 

= qcos.t = q ^...(3) voor P. Voor het naastbijgclegcn punt P t veraode- 

dx d*y dy d l x 

ren x , , y , , q niet; dos geeft het differentiëren naar $ : — = ? , ^= —£577» 
dezelfde als (1). 

Differentieert men de vergelijkingen (3) naar x, zoo schrijve 

, da dij ds , 

men daarvoor = - ^ : — , s— = e-^:— ; dan is 

eliminatie van Jjj , * = l + = dat is 

* = (^Y dezelfde als in N°. 206. 

209. Bij een buigpunt wordt (zie N°. 195) ^|==0, dus e=°°i 
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de kromming is daar nul. Bij een keerpunt wordt 197) 

1-?=» en wel (N°. 198), als -1 =0==,- is; hiermede 
dx* ^y 

wordt nu (3) N°. 206, q=z nu heeft deze waarde na deeling 

doory den vorm ,= "ajy—^p dj ^^V^ 

waar nu de noemer den vorm ? heeft; wordt deze oo, zoo is 

g = 0 , en de kromming oo ; er is een keerpunt van de eerste 
soort Wordt de noemer niet oo , zoo is er een keerpunt van 
de tweede soort, waarbij q twee waarden verkrijgt voor de 

twee waarden van ^ (zie N°. 198). 

210. Ten einde de vergelijking te vinden van de meetkundige plaats 
der kromte-middelpunten moet men uit de vergelijkingen (2) 

N°. 206, s-x, = t y.-y = -~^» en die der 

kromme y = f(x) , de x en y elimineren ; men verkrijgt dan de 
gezochte betrekking tusschen x t en y M de coördinaten van 
het krom te- middelpunt Die meetkundige plaats heet de ont- 
wondene (développée, E volute) van de oorspronkelijke kromme 
lijn, die ten haren opzigte de ontmndende (dé"veloppante, 
Evolvente) heet. 

211. Deze namen zijn ontstaan uit de eigenschap der ontwindende , om 
beschreven te kunnen worden door het einde van een gespan- 
nen draad, die om de ontwondene gewikkeld is. Differentieert 
men toch de vergelijking (3) N°. 208, thans alle grootheden 

latende veranderen , zoo is ^ —^1 = ^^-+-o %\ , ^1 — Èi = 

ds ds dsds s ds % ds ds 

= fff + n^Lf, dus naar (1) N°. 208, ^1=-^^, 
ds ds ^ Q ds* 9 K ' 9 ds ds ds' 

d^^dg dx dy, . d*. _ dx . dy , 

dï-T* Ts' waaruifc vo,gt ' l% ds '17- Ts'Ts' dat 
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is de normaal der ontwindende is raaklijn aan de ontwondene; 

dat is de differentiaal van den boog der ontwondene is gelijk 
aan de differentiaal van den kromtestraal der ontwindende; 
dus is ook het verschil der kromtestralen, voor twee pnnten 
der ontwindende , gelijk aan den boog der ontwondene , begre- 
pen tusschen de beide overeenkomstige kromte-middelpunten; 
en hieruit volgt de voormelde eigenschap. 

Verlengt of verkort men alle kromtestralen met eene zelfde 
grootheid, zoo ontstaat er eene nieuwe ontwindende, die 
evenzeer bij dezelfde ontwondene behoort. 

212. Het vraagstuk der ontwondene berust dus op de volgende 

vergelijkingen 

{^(£)V^=-^ d £ w 

waarbij £ en g de loopende coördinaten sijn, x en y door de 
vergelijking der kromme moeten worden geëlimineerd. — Noem 
den kromtestraal voor de ontwondene R, zoo is bij deze kromme 
de differentiaal van den boog = cfy; die van den hoek tusschen 
de raaklijnen , gelijk aan den hoek tusschen de normalen der ont- 
windende , =r dx\ dus R = en derhalve £ = ~ : ^ = ^ 

dx R dx dx dq 

(2) - 

Het vraagstuk der ontwindende berust, wanneer weder 
| en y de loopende coördinaten voorstellen , op de vergelijkingen 

Uit deze en de vergelijking der kromme moet men x en y 

elimineren, zoodat de verkregen vergelijking f , 17, — bevat, 

d y 

dus eene differentiaal-vergelijking is; zij behoort dan tot het 
gebied der integraalrekening. 
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Slechts in enkele gevallen kan de meetkundige beschouwing bier dienen, 
om regtstreeks tot de eindvergelijking te komen. B. v. bij de ontwindende 

d y x 

van den cirkel jr'-fy'rrp 1 , worden de vergelijkingen (3) ~ = , 

^ y 

y 

5 — x = — (17— y)- of -fyi; = ** + y* = f» (4). 

Verder is de kromtestraal der ontwindende = boog van den cirkel, dat is 

s $ 

s*z=t*+i]* — en dus x = qcom-, tf=Qsm.-; hierdoor wordt (4) 
{ coi. ^^ + "'-^ + ,„„. ^(^+^-^L fJtgMochWTen5tlBti|i8 

213. Wanneer twee kromme lijnen y =/(x) en yrr/^jr), die 
geene bijzondere punten hebben , een punt (« =0, y = b) 
gemeen hebben , zoo is f (a) = ƒ, (a) , dat is zij s n ij d e n elkander 
in het algemeen. Uit (3) N°. 31 volgt toch, dat f(c) - ƒ , (c) 
afhangt van c— a, en van teeken zal veranderen, naar mate 
c> of <a is. 

Nu kan het zijn, dat ook f (a) =/* ,(a) is; dan hebben zij 
dezelfde raaklijn in dat punt, zij raken elkander; men noemt 
dit eene aanraking der eerste orde. Alsdan hangt f (c) — ƒ, (c) 
(naar (5) , N°. 75) af van (c— a)>, behoudt dus hetzelfde teeken, 
het zij c> of <a is; er is dan geene snijding. 

In dat geval verkeert ƒ, (x) als «y eene regte lijn voorstelt : (17 — 6) = (| — o) ; 
dan is ^=/> = ^ = en dit is de vergelijking der raaklijn. (Zie 

(3), N°. 199.) 

Is nog bovendien f (a) = ƒ*, (a), zoo is er eene aanraking 
van de tweede orde; dan hangt /(<?) — ƒ, (c) af van (c — a) * 
(zie (9), N°. 75), en zal dus weder van teeken veranderen, 
naar mate c> of <a is; er is dan snijding en raking 
tevens. 

Dit heeft plaats , als f t (x) = ($—/>)* + (v *J* — «■* = 0 een cirkel 
voorstelt; dan is jï| = 0, 1 + Gf^-fr-?) -^1=0, 

dij dy c/* 17 rf 1 y 
waar weder — = ^ , = moet sijn ; de voorgaande vergelijkingen 

worden dan die van den kromtecirkel, zie (1) en (2) (N°. 206).' De* 
kromtecirkel snydt dus de kromme lijn. 



1 
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214. In het algemeen kunnen nu ook de verschillende differentialen, 
b. v. tot de mde, voor x = a gelijk zijn, f (d) =ƒ,•(<*). Is 
m oneven =2n— l, zoo hangt, naar (1), N°. 76, hetteeken 
van ƒ(<?)— f t (c) af van (c— a) 1 ", en blijft dus hetzelfde, 
het zij c> of <a is; er is dus bij eene aanraking van onevene 
orde geene snijding. Is m even =2n, zoo hangt het teeken 
van ƒ(<?)—ƒ,(<?) af van (c— a)*' +1 , en verandert dus, naar 
mate c> of <a is; bij eene aanraking van evene orde heeft 
er dus tevens snijding plaats. 

d* v 

Zoo tal by een boigpunt, waar j^f =0 is, de raaklfln eene aanraking 
van de tweede orde hebben , en dus de kromme snijden moeten. 

215. Zulk eene kromme lijn y=/ 1 (x), die met eene gegeven 
kromme y =ƒ(*), eene aanraking der nde orde heeft, heet 
rakende kromme (courbe osculatrice). 

Het is duidelijk, dat eene andere kromme y=xf t (x) 9 waar- 
voor niet de n eerste differentialen f % f (a) = a / y (a) zijn , niet 
tusschen beiden kan doorgaan; want het ordinaten- verschil 
ƒ» (c)— f{c) hangt hier van eene lagere magtvan c— a af dan 
de nde, en blijft dus grooter, wanneer c—a tot nul afneemt; 
men zegt dan wel: het is een oneindig klein van lagere orde 
dan bij de rakende kromme. 

De eenvoudigste rakende krommen zyn de parabolische: 
y = A 0 -r-A l x + A 1 x i +A t x*-h...+ A B x* voor eene aanraking 

der nde orde. Men vindt daaruit = A ,h-2 A t s-l-3 A a x % +... 

dx 

d n m a d n v 

^nA m x'" i 9 .... —l = \"/ i A„. Daar nu deze y f ^totj-l, 

dx dx dx 

dezelfde waarden moeten hebben , als uit y =/(*) voortvloeijen 

voor het punt (a, b), verkrijgt men n vergelijkingen om 

A n , A m _ l , . . . A x , A Q te bepalen. 

§ 20, Omhullende kromme, 

216. Er komen gewoonlijk in de vergelijking eener kromme lijn 
standvastige grootheden (parameters) voor, waardoor de 
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ligging» de grootte of de vorm der kromme lijn bepaald wor- 
den. Bij eenige andere waarde dezer standvastigen ontstaat 
dus eene andere kromme , die van de eerste het zij in ligging , 
hetzij in grootte, hetzij in vorm, ieder afzonderlijk of ook wel 
tegelijk, verschilt. Het kan daarbij gebeuren, dat de beide 
kromme lijnen elkander snijden. 

Laat dan beide krommen gegeven zijn door de vergelijkingen 
ƒ (ar, y , c) =0 , ƒ (ar , y , c H- Ö) = 0. Wil men nu de meetkun- 
dige plaats zoeken van de bedoelde snijpunten, die er ont- 
staan, wanneer men den parameter c telkens laat veranderen, 
zoo moet men men eene vergelijking zoeken, die van deze c 
geheel onafhankelijk is, dat is men moet c uit beide verge- 
lijkingen elimineren. Daarbij kan men de tweede vervangen 

door y> C+ 3) y ' C) == 0 ; de uitkomst verkrijgt dan 

o 

den vorm q> (x , y , d) = 0. 

Laat men nu het verschil Ö tot nul, als grens, naderen, dat 
is, laat men c doorloopend veranderen, dan volgen ook de 
verschillende kromme lijnen /(s,y,c) elkander doorloopend 
op. De doorioopende meetkundige plaats wordt nu in den 
vorm g>(a:,y)=0 gevonden door c uit de beide vergelijkingen 

/(*iy»<>) == 0, ^^-'-^-^=0 te elimineren. Deze kromme 

dc 

heet nu omhullende (enveloppe) van de reeks kromme lijnen, 
wier vergelijkingen die verschillende c bevatten. 
217. In den regel zal deze omhullende de veranderlijke kromme 

raken. Laat de vergelijking ^fSfll ülfl—O geven c=<]p(a;,y), ...(1) 

CL C 

dan wordt de oorspronkelijke vergelijking ƒ <p (ar,y) }=0,..(2) 
die nu de omhullende voorstelt Deze geeft 

dx oy dx o<p 

J? ^^ = 0. Maar ^ wordt als men c=r<p sub- 
da? dy dx) d<p dc T 

stitueert, doch dan wordt r^=0 naar (1); dus is ^ iden- 

dc dqp 

tiek nul, en wordt de vorige ^~+5~^^ == ^"«(^)> waaruit 



Digitized by Google 



140 



jZ- voor do omhullende te bepalen is. De algemeene vergelijking 
der veranderlijke krommen /(*,y,c) =0 geeft, als zij met (2) 
het punt (x , y) gemeen heeft, evenzeer ^+ ^/ ^?=0...(4) , die , 

v si y ^* x 

als men c=g>(x,y) naar (1) invoert, juist met de vorige (3) 
overeenkomt. Dus vallen naar (4) en (3) de raaklijnen aan 
de omhullende en aan de kromme te zamen voor het punt 
dat zij gemeen hebben; dat is zij raken elkander. 

Het is duidelijk dat, als beide krommen geene punten ge- 
meen hebben, er ook geene raking plaats heeft. 

218. Soms komt het voor, dat er in de oorspronkelijke vergelijking 
/(*» V » c *. e ) = 0 , . . . (1) twee (of meer) stand vastigen of parame- 
ters c en e voorkomen, die dan echter, als zij van elkander 
afhankelijk zijn, door eene vergelijking <p(c, e) =0... (2) moe- 
ten verbonden zijn, waarbij altijd c als de onafhankelijk ver- 
anderlijke worde gedacht. In plaats van nu e uit de vergelij- 
king (2) op te lossen en haar dan in (1) te substitueren, 
zoodat zij geëlimineerd -zoude worden, om dan naar c te 
differentiëren, — kan men ook omgekeerd beide (1) en (2) 



naar c differentiëren, om dan ^ te elimineren, dat is 

dc 

d r=°> t+P ?=°. waaruit ¥ r-r r=° ®- 

oc de dc oc de dc de de dc 

Door elimineren van c en e uit (1), (2), (3) vindt men dan 
de vergelijking der omhullende. 

•219. Het vraagstuk wordt ook wel zoo gesteld: de omhullende te zoeken van alle 
rcgte lijnen, die in hare verschillende standen aan zekere voorwaarden moeten 
voldoen. Dan zg de vergelijking der ly n ox + by = en de bedoelde 

voorwaarde y(a, 6) = 0...(2). Differentieer beide naar a als onafhankelijk ver- 

db d 9 d 9 db 

anderlijke, waarvan 6 afhangt; zoo is *-fy^=0, J^+gj" d~a = °' 

waaruit y — x|| =0...(3). Elimineert men nu a en ouit(l), (2)en(«), 

zoo verkrijgt men de vergelijking der gezochte omhullende. 

Zy b. v. voor eene kromme lyn y=/(*) de vergelijking der raaklijn aan 

db 

een punt (<*,&): y— 6=^(x— a), waarbij nu 6 =/(*). Differentieer nu de 
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<*' b 

vergelijking der raaklijn naar o, zoo wordt (x — a) = 0, dat is x—« t 
en dos y = 6, derhalve wordt 6=/(o) hier y=/(x) . . . (o). 
In dezelfde onderstelling is de vergelijking der normaal o — jr = ^(y — ö); 

differentieer deze naar a, zoo komt er 1 = (y — 6) — [^J^J ; d «w 

Daar nu (a) behoort tot de kromme lijn zelve, (b) tot de ontwondene, 
zoo is de eerste de omhullende der raaklijnen, dc laatste die der normalen. 

§ 21. Formulen voor polaire coördinaten. 

220. Voert men, met behoud van den oorsprong, de polaire coör- 
dinaten in naar de formulen s — rcos. <p, t/rrrsm. <j>, waar 
nu <p de nieuwe onafhankelijk veranderlijke zij. zoo is (N°. 90) 

dr 

ay dep , ar 1 -f- tg. t tq. qp 

— J = tang. t = , dus — = r / y y y =r 

- rty.qp 

1 

= r <jo*. (r — q>) of co*, (t — <p) = - j^... (1) , waaruit «n. 1 (x— <p) = 
1 



Differentieer nu (1) naar 9, zoo is, door vermenigvuldiging 

,,„, <Jr , f /l <zr\ 1 lrf'r» (, /l<ir\') 
me t (2), -_ + !={_(_ _j |, 

En nu kan men nagaan , wat er van de vorige uitkomsten wordt. 
221. Zij OP=r en LPOT=r> verder PT de raaklijn, dus 
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LPTX=t, LOPT=T-q> f 
stel = 0; nog PN de normaal, 
LOPN'=:90 0 +&. Dan is in drie- 
hoek PP , Q , waar P Q loodregt op 
0P t staat, PQ=rdq> t P t Q = 
=zdr,PP—ds % Gr.LPP l Q=Q % 
d r 

dus co*. 0 = — — , ds 1 = (rdo))*4- 
r aq> 

(<Zr) 1 , sin. 6 = co*. 6 = 

as 

= ^ = - :— (1); alles even als N°. 220. 1? is hier de 
dq> dq> d<p 

differentiaal van den boog. 

Trek nu Af N door O loodregt op den voerstraal 0 P , zoo 

heet PM de polaire tangens (=Tp), MO de polaire subtan- 

gens (zzzStp), PN de polaire normaal (=Np), en NO de 

polaire subnormaal (=Snp). Men vindt daarvoor 

rn n ,r A f 1 /^ r V) ^ r ds dr ds 

rp = PM=rsec.6=ri/\r*+( — ) > : — = r — : — = r — , 

l \aqp/ ' dep d(f>-dq> dr 

ds 

Stp = M 0 = rtg. ó = r 1 : — , Np=i P N — r cosec. 6 = 

222. Voor de asymptoot moet r = ao worden voorzekere qp = a, 
maar bovendien moet dan de loodlijn OL y uit den oorsprong 
op de raaklijn getrokken , eene eindige waarde verkrijgen ; nu is 

4' =' 

Daar nu, voor de asymptoot, de raaklijn en de voerstraal 

dr 

evenwijdig worden, is 0 = 0, dus O Lz=r* :—-=Stp.=OM 

d q> 

d r 

(Zie ook de figuur). Eene eindige waarde van r 1 : — geeft 

dq> 

dus eene asvmptoot; is zij nul, dan valt deze met den voer- 
straal zamen. — Uit (1) volgt ook het kenmerk Gr. rein. d = 
Gr. r 0 = eindig, voor GV. 0 = 0. — Schrijf nu de vergelijking der 
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krommere/W +r" t f i (9) +r*" (9) +..+ƒ, (9) =0,..(1) 
zoo geeft /(g>)=0 als wortels de hoeken a> die bij asymptoten 
knnnen bebooren; stel dan <j>=a-f-fl, zoo is /(«H-3) = 
= 5/ v («-h^), en (1) wordt r 3/ (a + ê d) +ƒ.(« + 3) + 

+ - {/»( a "+*^) + ** # } — ^J waaruit voor Gr.r=oo, Gr.r8=z 

= Gr. |r((p— a)} s:—-^^, voor het gezochte kenmerk. 

223. Wat den loop der kromme betreft, zoo blijkt dat, bij het 
toenemen van * met <p, de kromme haar holle zijde naar 
de pool zal toekeeren, en omgekeerd. Als kenmerk erlangt 

men dus — r = ; — —...(!), die hier den krom- 

mingshoek voorstelt, positief of negatief; de noemer is steeds 
positief, dus r*4-2^~^ > of <r — ...(2). Nu is ook naar 

(1) N°.222, %°JL = ^ +rco ,jM = r£ (l M. = 
w d ep dep dep da \ dep/ 

rdr dt /ON .dx d.OL 1 ds d.OL l ds 

=— - —...(3), waaruit — == — — .- — = — — = 

ds dep dep dep r dr dr r dep 

^^l^!-Lcosec,ó. Cosec.ê blijft hier steeds positief, dus is het 
dr 

d x d OL 

teeken van — hetzelfde als dat van — t — : dit kan dus ook 
dep dr 

als kenmerk dienen. 

224. Voor een buigpunt moet t een maximum worden; dus 

d x A d* r n .d.OL d.OL A ns _ 

— = 0 en — <0, en ook — — = 0, — -— =0...(1). Deze 
dep dep 1 dep dr 

, dx /, dé \ ds* 

voorwaarden geven voor — = ( 1 -f- — ) — - = 0, 
ö dep \ dep/ dep* 

d* r . d* r 

zoodat geene kromme, waar — — r=0is, ofr steeds<0is, 

dep 1 dep 1 
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dt 



een buigpunt kan hebben. Verder wordt wegens — = 0, 

aqp 

d'.OL rdr d l t rdr d* ê /0 . r . , /£l , 

— v - = -d7d?=-d7dï---W' ofook ' door(2) te 

d.fferent.eren, _ (_) = 2r- + 3- _-r_....(4) 

Wanneer men nu de waarde van r en 9 uit (1) in (3), of uit 
(2) in (4), substitueert, en de uitkomst positief of negatief 

d x ê 

wordt, 200 is er een buigpunt; is echter -7-5-= 0, zoo moet 

het onderzoek verder worden voortgezet. 

Maar hetzelfde kenmerk zal evenzeer gelden voor een keer- 
punt. Dan is echter 1°. de waarde van <p eene grenswaarde, 
2°. moeten er, vóór men die grens bereikt, voor iedere 9 twee 
(of meer) waarden van r bestaan, die dan voor het keerpunt 
zelf zamen vallen; dit geldt voor beide soorten van keerpunten. 
Het kan bij dit onderzoek beter zijn, om de omgekeerde waarde van den 

1,1 dz 1 dr 
voerstraal in te voeren; «ij dan z = -, of r=-, zoo is -r- = ; t~, 

1 Z' z \ d* z 

-^t+ J , dus = — z ; verder volgt hieruit, dat de kromme hare 

di z 

holle of bolle zijde naar den oorsprong keert, naarmate -f z>of<0is. 
225. Voor den kromtestraal wordt C = J~"*"^~ = { r, "*"(^~) }* 

+ K% ) «• ofnaar w N • 22a ' : tt-m 

of naar (1) N°. 222, = r^| ^'( r Wan-» 



neer « de onafhankelijk veranderlijke is , wordt q } 

CL 8 



= r £. r : ( 2 r^l' Z J [ +r'^}...(2). Maar naar (1),N°. 221 is 
ds l d s ds ds-) 

l=r ! ^^ -f- Cïï) ' ^ erent ' eer ^ eze naar s » z0 ° wor ^ t 
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dep f dt dq> cpi dr d* r . , 

O = — \ r— — - + r 1 — Z\ + — — , cn daarmede 
d8 i da ds da* ) da da 1 

dep f sdq;^* d*r\ 

22G. Voor de ontwondene zij voor P het kromtemiddelpunt in 
C, zoo is CP = Qt OP = r, LPOX—q> t LCPO = 90°-Ö. 
Stel <9C=22, LCOXzznp, dus £ CO /> = i/» — g>; dan volgt uit 
driehoek CO +r 2 <>.r*Mj ssf> -f-r*— 2 ? . 0Z...(1) 

Differentieert men deze naar 9, zoo blijven (> en R onverau- 

dr d OT 

derd, dus 0 = 2r~2 Q -~ t dezelfde als (l') t 1*°.225.— 

Trek CD loodregt op OP, dan is 
R ain. (1//— 9) s ^ co$. 0 , 22 cos. (i// — <j>) 
+ 0 5 *n. 0 = r ... (2) ; waarmede eene ver- 
gelijking in R en y voor de ontwondene 
kan worden gevonden , na eliminatie van 
q en <jp. Maar CP = qis de raaklijn aan de 
ontwondene; de differentiaal van den 
boog is hier dg; derhalve naar (1), N°. 

221, ain.( Q ,R)=R:p t coa.( Qf R)=: 
dR 

0 3fl— Trek ^ - v loodregt op C/ 3 , zoo is O N~rco*, 6 := 
= ^ 1 PN=rain. 6 = r l : ; maar ook OiV = 2£«m, ( e , 22) , 

CiV = 22«».( c „ 22); dus^ = ? -rl^e n J é Y 

dq da d Q di w 

§ 22. Toepassing op vlakke kromme lijnen. 

227. Men zoeke voor de volgende kromme lijnen 

A, de vergelijking der raaklijn; 

B, de vergelijking der normaal; 

C, de vergelijking der ontwondene; 
T % de Tangens; St, de Subtangens; 
N , de Normaal ; Sn , de Subnormaal ; 

(of de Tp t Sip, Np t Snp, bij polaire coördinaten);' 
e» den kromtestraal; 

10 
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a, !?, de coördinaten van het kromtemiddelpunt; 

t, den hoek tusschen raaklijn en as; 

0, den hoek tusschen raaklijn en voerstraal. 

Ook onderzoeke men of er bijzondere punten of asymptoten 
voorkomen. 

x' y " 

228. Ellips en Hyperbool — ± — = 1 , oorsprong in middelpunt, x-as langs dea. 

y* = 2gx:p — x» , oorsprong in toppunt, x-as langs de a. 
26i 

r- as . t — , pool in middelpunt, as langs de a. 

pool in brandpunt, as langs de a. 



~ 1 + e tos. <p ' 

De Hyperbool heeft twee asymptoten , door het middelpunt gaande. 
Parabool, y* zzipx, oorsprong in toppunt, x-as langs de as. 
r = £/>sec. 2 pool in brandpunt, as langs de as. 
Kegelsneden, y* — Ipx -f qx* , oorsprong in toppunt, as langs de as. 

229. Cardioide. Wanneer twee cirkels van gelijken straal a elkander uitwendig 
raken, en de een rolt langs den anderen als vasten cirkel, zoo beschrijft een 
punt des eersten eene Cardioide. Voor t als draaijingshoek is, als de oorsprong 
in den omtrek des vasten cirkels ligt , x = a (2 cos. t — cos. 2 t) , y = a (2 sin. t — 
— «n.2.), dus (x- -fy*)- — 6a 1 (x* -f- y») + 8a»x — 3a* =0; als decor- 
sprong in het middelpunt des vasten cirkels ligt, (x' 1 -f- y'*) s — 4a*' 
(x'- +y'») — 4a»y'*=0, r = 2a(l— cos. v ). 

Eindpunt en keerpunt der eerste soort, beide op de x-as. 

230. Ctssoide. Aan een cirkel met straal a zgn twee evenwijdige raaklijnen ge- 
trokken; wordt dan uit het eene raakpunt eene snglyn naar de andere raak- 
lijn getrokken , en daarop de gevormde koorde van die tweede raaklijn af 

x \y x 

terug afgezet , zoo is dit een punt der cissoide. y =: 

* b ' * 3 \/\2a — s) 

Keerpunt der eerste soort op de x-as; asymptoot. 

231. Conchoide. Trekt men uit een punt der y-as (y~b) lijnen, die de x-as snij- 
den, en zet men ter wederzijden der x-as stukken af van de lengte a, zoo 
ontstaat de boven* of beneden-conchoide , naar mate a wordt afgetrokken of 

bijgeteld. x= (|+ •} ^(a*— y 1 ), r=bsec. 9 ±a. 

Asymptoot; voor b = a ia er een keerpunt, voor 6<a een knoop, voor 
6>a een afgezonderd punt. 
282. Cycloïde wordt beschreven door een punt van een cirkel, met straal a, die 
over eene regte lyn P rolt. x = a(< — sin.t) , y = 2a*tn.- 1 <, als de x-as 
langs P valt, de oorsprong in het beschrijvende punt, f de hoek van draaijing; 
x' =a[t' + sin.t'), y' =z2asin.* $t' , als de x-as langs de raaklijn aan het 
toppunt, de oorsprong in dat toppunt» en de draaijingshoek t' van daar gere- 
kend wordt. 
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Keerpunten der eerste soort op de xas. 

Verlengde of verkorte cycloide. Als het beschrijvende pnnt op den straal 
des rollenden cirkels ligt, buiten of binnen den omtrek, op afstand p van 
den top. x = at — psin.t, y=za — pcot.t. 

233. Epicycloide en Hypocycloide worden beschreven door een punt van een cir- 
kel met straal o, die over eenen anderen cirkel met straal b rolt; bij uit- 
en inwendige aanraking. 

at \b±a \ . af lb±a 1 

x — (b±a)cos.-^-^facosA — — *j , y = (b±.a)sm.— — o«n. | — ^— tj; oorsprong in 

het pnnt, dat beide cirkels gemeen hebben; de x-as langs de centrale door 
dit punt; t de boek van draaijing van dit punt gerekend. De bovenste tee- 
kens gelden voor de Epicycloide, de onderste voor de Hypocycloide. 
Keerpunten der eerste soort. 

Verkorte of verlengde Epicycloide en Hypocycloide, als het beschrijvende 
punt op afstand p van het middelpunt des rollenden cirkels staat, naar mate 
dan /> < of > a is. 

234. Kettinglijn, Draait men de logarithroische lyn (zie N°. 236) oradey-as, dan 
ligt het midden der koorden, die aan die y-as evenwijdig loopen, op de 
kettinglijn. 



y' =z } m |« 2m - e 2m ) , als de oorsprong in het toppnnt, en x-as langs 

de raaklijn in dat punt. 

235. Lemniscate. Laat men uit het middelpunt eener gelijkzijdige hyperbool (niet 
de assen oj/2) loodlijnen neder op de raaklijnen, zoo ligt haar voet op de 
Lemniscate. (x* + y 1 )* =a> (x» — y»), oorsprong in middelpunt, a-as langs 
de eerste as der hyperbool. 

r* =a' cos.* «, dezelfde oorsprong, de as langs de eerste as der hyperbool. 
Dubbel-, buigpunt in den oorsprong. 

236. Logarithmische lijn. Als de abscissen in meetkundige reden klimmen , nemen 



de ordinaten in rekenkundige reden toe. x =e m of y = m lx, [voor y =y ' -f m la 
L 

is x = ae m ]. Asymptoot. 

237. Ontwindende van den cirkel x = a(cos.t -f tsin.t) , y = a{sin. t — tcos.t), a is 
de straal , t de reeds ontwonden boog ; het middelpunt des cirkels is de oor- 
sprong der coördinaten. r=ai/(l -f O), V = t—Bgtg.t. 

2at 

238. Quadratrix van Dinostratus. y = x tg. t = . 
Asymptoten. 

239. Archimedische spiraal. Eene lijn OP draait om 0, 0P=zr is in reden 
van den draaijingshoek <?. r=my. 



y = ±m(c m + e m ), ofx=mJ 



y±vfy ! — m») 



m 




10* 
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240. Hyperbolische spiraal. Eone lijn OP draait om O, OP = r is omgekeerd 
evenredig met den draaijingshoek g>. rg> = vt. 

Asymptoot. 

241. Logarithmische spiraal. Eone lijn OP draait om 0, 0P = r neemt too in 
meetkundige roden, als de draaijingshoek 9 in rekenkundige klimt. r = i»e w , 



1-1 

zij r = ae m J- 

Asymptotisch punt. 



of, = ^. Tvoor , = word, 



d y v 

242. Tracioria van Huygftens. De tangens zij standvastig = m. j j — ^ ( w i_ y~7) » 
ofx = p/(m* — y 1 ) — m? . 

Twee keerpunten der tweede soort; asymptoot. 

243. Blad van Descarles. y* -fx 1 — 3axy = 0, heeft asymptoot, cn dubbelpunt. 

y b 

y » =cos. - , y = aw'n. - , y x" = a -f «in. x , hebben asymptoten. 



stn. x p* x 

y = q , y = -7-v— r» hebben asymptoot en buigpunten. 

(y* +* 2 ) 1 — 6axy ! — 2oi' + a*x ï =0, a* (y* — x J ) = x* , x*-fy 4 — 
— 2ay*-f2&x*y = 0, hebben dubbelpunten. 

yz=sin.x t y = cos,x, y=tang.x, y srxty.x.y' =ty.x, a J y 1 =x'(2ax— x'), 
hebben bnigpunJen. 

y/x=l, y=xlx, hebben een eindpunt. 

ayi=x>, (y — X )i/a = ±xi/x, (ay — x*) n = ± x* x, hebben 
keorpnnten. 

I 

*y (I + c x ) = 0 , hccfl uitstekend punt. 

§ 23. Lijnen van dubbele kromming. Boog, 
raaklijn, normaalvlak. 

244. Eene kromme lijn van duhbele kromming , beschouwd als doorsnede 
van twee gebogen oppervlakken , wordt gegeven door twee verge- 
lijkingen ƒ (ar , y , z) = 0 , ƒ , (x , y , z) == 0 . . . (1). Door achter- 
volgens z en y te elimineren , verkrijgt men y = <j> (a?) ♦ 
£t=r<p, (ar) . . . (2), de vergelijkingen der doorgangen van de twee 
projecterende cylinder vlakken met het ary- vlak en het ar 2- vlak; x 
is hier de onafhankelijk, y en z de afhankelijk veranderlijken. 

Wanneer men tusschen twee punten P(x,y,z)en P x (ar-J-Aar, 
y-f-Ay, 2 + A2) de koorde Ao en den boog Aa trekt, zoo is 



Digitized by Googl 



149 

, . As A s A ö As 

A o 2 = A a; 1 + Ah 1 + A: ! , dus — = — -—:=-— 

^ J Aa; Aff Aa; Ad 



Voor de grens A*=dj! is Gr. -^-*=1, en dus ^ = 

V/ { 1 + (pj + (^)' }. of ook d.» =<ta' W +«J *'h..(8) 

de differentiaal van den boog. 

Noem de hoekeu, die de koorde Ao met de assen dera;, y, r, 

A J? 

maakt , (ff , x) , (ff, y) , (ff , c) , zoo is cos. (a , x) =— ■ , cos. (ff, z= 

= cos. (a, z) = — . Voor de grens gaan deze hoeken 
Ao v 1 Ao 

over in die, welke de raaklijn met de assen maakt; noem deze 

dx 

ds 



(*>*), (*>V)> (*•*); zo ° verkrijgt men cos. (r , x) = — , 



cos.(r,y)=^, cos. (r,r)=^...(4), waaruit cos.* (r, a?j + 

+ COS. 1 (r , + cos. 1 , z) = 1 . . . (5) t zoo als behoort. 

De vergelijking van de raaklijn aan het punt P wordt, 
als de loopendo coördinaten van een punt Q t* V> Z z Ü n » 
en PQ = r is, £ — xz=r.rcos. (r, ar) , 7/ — ?/ = r cos. (r, y) , 
£ — ^rrrcos. (r, a?); dus ({ — x) : cos. (r, a?) = (r/ — : cos. (r,y) = 

= (C-c) : cos. (r, s), of (£-*) : - = fa-*) : ^= (C-*) : ^. . . (6) 

of ook |-a? = (^ — y):-5? = (C-r) (7) 

De projectien der raaklijn op de xy- en a?.z- vlakken zijn 

(*-*) : d £ = (n-v) d £ of (r-jr) g. 

p 

= «-»): g tfC-«<ï-*>£. (8) 

de raaklijnen aan de projectien der kromme lijn op die vlakken. 
245. De fcn^e der raaklijn tot aan het y ar- vlak n 2', = y/ { (£, — ar) : -|- 

+h,-f) i +(c.-*)M=±(e.-«)^{i+(g) , +Ö;) , J. 
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ofdaa r|l= 0i..r.= I W l l + (gy + (S , } = 
Even zoo is de lengte der raaklijn tot aan het #2- vlak 



xds 
dx 



= O 3ö "\ 1 + dD' + (£>" I -'" { 1 +Gï> - 

\-dy) ) dy' 
en die tot aan het *y-vlak T a = (z : ^ V { .1 + +■ 

+(B)'|—'l«*CK)'*dD'|-F * 

246. Het vlak, loodregt op de raaklijn in het raakpunt opgerigt, 
heet normaululak; stel de vergelijking A (f — x) + A x (17 — y)-\r 
+ A (£ — r)=0; wegens de bepaling is nu (A t B % C) : : 
{ co*, (r , x) , cos. (r , y) , cos. (r , z) } ; dus is zij (£ —ar) cos. (t , «)-f- 
+ (v-y)cos.(r,y) + (C-r) cos. (r f *)=0 (1') 

of ook M + (^)g+(C-.)g = 0 (2) 

De doorgangen met het yz-, xz- t ary-vlak zijn 

(' - ï + (ï ~ s) r* = * • • • < 3 > • - *> + » - *) r x = 

= /£... (4), + = (5). 

♦247. Indien de vergelijkingen (2), N°. 244 gegeven zgn, volgt registrecks 

dy dz 

= • WTx^'iW («). 

Daarmede worden de vorige uitkomsten j^=l + + 1>' \ (■*)*, • • • (1) 

de vergelijking der raaklyn $— x = (j/ — y) : v' (x) = — s) : , (x), . . .(2) 
van hare projectien 17 — y = (* -x) (x), £ — x) v ' t (x), .... (3) 

van hare lengte T, - x j/ { 1 + 9 ' (x)* + 9 ' t (x)« } , T y = (y : 9 ' (x) } 

V{1 + »'(*)* +¥ , l(*) a }» 3". = l*:*'iW)^{l + »'(*J»+» r i(*) 1 },.(4) 

van het normaalvlak ($ — x)-f (ij — y) »'(x) + (£■ — z)<p'i (x) = 0 (5) 

Indien de vergelijkingen (I), N°. 244 gegeven lijn, volgt daaruit 
tftfdydfdz d/, dy d/, </; 
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a/ a/,_a/ d/, a/ S/ L _a/ a/, 
</v "^2 5* a* ds ay a* a* 

=97^77^7^' E=»71*_»/ ?/T ( * Da,lr ' 

"5* ()y ?y ?: 5ï (^y 5y ds 

mcdeverknjgtmcn^t^j^-^-^—j +^ ^--.-—.J + 

/?/ a/i a/ a^x 1 ! 

+ (^ 57 - d~y ai) I ' ' ' d ° vcr g el Ü kin e der raaklijn 

€ — x *l — y £ — z 

a/ a/,_a/-a_A, = aTa7^a7577 ~ a/a/ i _a/ ay, • " • (2 ' j 
?s ay -5y 5x a^ a* ax ay ax 5x ay 

die Tan het normaal vlak 

£~ x) \Sz ?J ~~ + Ha* 5* a* axj + 
a/, a/ a/ lN 

Daar nog uit {6) , N°. 244 volgt (? — x, 7— y, >— z)::(dx, </y, c/z), zoo 
geven de formulen (b) 

ay a/ a/ a/, a/, a/, 

t* + 4 + Tm { ï- z) = 0 • aT ' + "aï ti-'> + aT = » ) 

twee vlakken, die door hunne snijding de raaklijn bepalen. 

§ 24. Krommingsvlak, hoofdnormaal, kromtecirkel, 
straal der wringing, buigpunten, kromtebol. 

248. Om de kromming te bepalen, zoeke men eerst (als in N°. 205) 
de doorsnede van twee opvolgende normaalvlakkcn. Voor 
P(x,y % z) is dit vlak, (zie (2), N°. 246) 

($-*) dx + ( V -y) dy + (£-*} = 0 = y , *) . . . (1) 
Voor het opvolgende punt 2\ (ir + <2#, y + dy, z+dz) is de 
vergelijking dus F(* , y-Nty , = 0 = F(x , y , z) 4- 

DF{x t y > z) (waarbij Z> de geheele differentiaal voorstelt); 
dus naar (1), DF{x>y> z) = 0 = D[(% — x)dx + {y— y)dy-¥ 
+ (Z-z)dz) =: (S-*) d* x + h-y) d* y + (t-z) d* *- 
— (rfaj'+cï^+rf*'); of naar (3), N°. 244, (S-a:)d 1 a? + 

+ h-3f)d I 3r + (C-*)rf J *-^ , =0 (2) 

üit (1) en (2) volgt door eliminatie van (t— *) of van (9— y), als 

X = dyd'z-dzd : y, Yzzzdzd 1 x-dxd l 2, Zz^dxtfy—dyd** ...(2") 
1' » claMs Z, . d8 % dii 

is, v-y = x (S-*)-- x -. C-* = ^(ï-*) + - x -- , ,..(3) 
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als vergelijking der gezochte doorsnede. Voor de hoeken, 
die zij met de assen maakt, (0, x) t (0, y) , (0, 2), heeft 
men {co«.(0, «),, cos. (0, y), cm. (0, «), 1} :: {X, Y % Z, 

✓ (X'+y+z»)} (4) 

waar, omdat dsd' s^dxd 1 x+dgd l y+dzd x z . ... (5) ia, 

x'+r+z» = {(d>xy+(d> s y+(d>z)> ~{d',y) <j»'...(6) 

hc4:ac'3ö' + c<£)> in 

Het vlak, door P loodregt op deze doorsnede gebragt, 
heeft tot vergelijking (£— x) X+ y) F-hfC— *)Z=0...(7) 
= s { (, -y) d * - (C- z) d y } + y { (C - *) <** - (6-*) <** ) + 

+rfjr{(6-«)rf , *-(C-^}+^*(h-3f}rf , »--(6-»)^}- 

Uit deze drie vormen blijkt, dat het drie opvolgende punten 
der kromme P (x, y, z) , P x [x 4- dx, y ■+- rfy , z + dz), P % 
(x+2dx + d*x t y + %dy+d l y , z + 2dz+d*z) bevat; der- 
halve bevat het ook de raaklijn aan P, Daarom heet dit vlak 
het osculatievlak (plan osculateur) , ook wel het krommingsvlak, 
omdat die drie punten de kromming der lijn bepalen. De 
doorsnede der beide normaal vlakken , nu loodregt op het krom- 
mingsvlak, heet de as van het krommingsvlak , en heeft tot 
vergelijkingen de (3) hierboven. 
249. Trek nu uit P eene loodlijn op die as, dan is deze eene nor- 
maal, omdat zij in het normaal vlak ligt, en heet hoofdnor- 
maal. De voet Q dezer loodlijn is dus de doorsnede der beide 
hoofdnormalen voor P en P t , zij is het kromtemiddelpunt , 
en haar lengte PQ~q is de kromtestraal» Hier is, even als 
N°. 205, de hoek tusschen de hoofdnormalen gelijk aan dien 
tusschen de raaklijnen ; deze bepaalt de kromming, en men heeft 
evenzeer ds=Qdv 1 waar dx de krommingshoek. Voor de hoe- 
ken, die de hoofdnormaal van P(x,y>z) met de assen vormt, 

(<?»*)» heeft men coa. (<?.#) = - , cos.( Qt y)=: 

Q 

==^p-» cM.fe,xr)=^f...(i) f waarbij x l% y l% s l% de 
Q Q 

coördinaten van het kromtemiddelpunt Q zijn. 
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Omdat JPQ loodregt staat op de as van hetkrommingsvlak, is 
cos, (ó t x)cos»(Q>x)+co8. (6,y)co8. (Q,y)+co8. (Q,z)co8. = ...(2) 
of naar (4), N°. 248 en (l), N°. 249, 
(x t -x) X -h (y, -y) Y+ Z = 0 .. . (3) ; dat is Q ligt in 

het krom mings vlak; maar het ligt ook op de as daarvan, dus 

naar (3), N°. 248, Vl - («, -x) Ifl, 



X w ° ' X'+Y'+Z 

Zdx — Xdz,, Xdy — Ydx., ... 

waarvoor men ook schrijven kan x i — a;=— — ^1 — _a*.^, 

A -j-z -fZ as 

y ' - » = jfqTO^ rf ' 2. ' *' _ * = x^Y^ d • ïr 

Do vergelijking der hoofdnormaal wordt naar (5) (£--a;): 
{Ydz-Zdy)—{ n -y) : (Zdx-Xdz) = - z) : (Xdy-Ydx) ..(7) 
Uit (1) volgt (*, + Öfi -y)'- +(2, = {cos.' + 
-f-co*. 1 y) H-ctw. 1 ($,.?)} =e*... (8) , of naar (5), 

c " ,( ; 

= ( W - + iy y „ of daar 

naar (2*), N°. 248, Xdx + Ydy + Zdz=0 . . . (9) is, 

g >= x»+y^ (8i)> dus naar (6)> n °* 248 * 

^ v^^^^) (10) ' ° f naar (6 ' } ' 

da 



Hierdoor kan men (5) en (i>) ook dus schrijven a t — a? ^g 1 " ^ds^ " = 
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, .Zdx— Xdx__ .,dy • 

x Xdy — Ydx . .dz , . 1N 

— q — ~i—z — o a—:as (11/- 

</** da v 

♦250. Do vergelijking geeft ook hier aanleiding tot het bepalen van q. 

Voor de raaklijn aan P (x, y, z) gelden de formulen (5), N°. 244, 
co*.' (r,x) + cos.* (r,y) + co«.* (r,«) = 1 .. . (1). Voor het pont P x dus even- 
zeer {cos.(x t m) + d.co*.(c,T)y + {co«.(T l y)+dco*.(r,y)}» + {cos. 
(r , z) + <* coa. (t, z)} * = 1 . . . (2). Maar de hoek tusschen beide raaklijnon 
is dr, dos is co*. <fr = cc*.(t,x) {aw. (t, *) + <*<*«. (r, *)} -f co*. (r,y) 

{co*.(r,y) + dco$.(t, y)} + *) {co«.(r, *) + dcoa.(x t z)} (3) 

Trek van do som van (1) en (2) tweemaal (3) af, soo is 2 — 2 cos. dx— [dcos. 

+ {dcos.(v,y)) > + [dcos.(x t =4 sin.* Jrfr (4); dus 

^ >i# ( 6 ^ Naar (4) , N°. 244 komt deze overeen met(10*), 

N°. 249. 

251. Even als de hoek tusschen twee opeenvolgende raaklijnen de 

ds 

kromming — bepaalt , zal ook de hoek tusschen twee opeen- 
Q 

volgende kroramingsvlakken eene ticeede kromming, de tmV 
ging, bepalen; noem dien hoek dó t den wringingshoek , en zij 

= zoo is weder de straal der tweede kromming 

of der wringing (rayon de seconde courbure, de torsion, de 
flexion). Langs den weg van N°. 250 vindt men dien aldus. 
Voor het krommingsvlak aan P(x,y t z) geldt even als (5), 
W. 244, {cos. (9 , x) j » + [cos. (ê, y) )> + ( cos. (0, z) | 1 = 1..(1) 
Voor het opvolgende krommingsvlak aan P x evenzeer 
( cos. (9 , ar) •+- d cos. (9 , x) j * + [ cos, (9 , y) H- c? cos. (0 , y) ) 2 
-f- | co*. (0 , *) 4- d cos. (9 , 2) } 1 == 1 . . . (2) ; terwijl voor den hoek 
d ê tusschen beide krommingsvlakken cos. d 9 = cos. (9 , x) 
| cm (9 , x) + co*. (0 , a:) j + co*. (9 , y) [cos.{ö ,y)+d cos. (9 , y) J -h 
4. co*. (0 , r) [ co*. (6 , z) -f rfcos. (9 , 2) J . . . (3) is. Tel (1) en (2) 
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op, trek daarvan het dubbele van (2) af, zoo wordt 
2-2 cos. dó = { doos. (ó , x)} 1 + [dcos. (ó,y)} x +{dcoa. (ó t z)) *= 

i . ■ . a ja té\ «i. ds sin, -ld 6 ds 

=W 4 »il...(4); waaruUr=- = -^_ 55-^=: 

= 1 x rfs : »/[ I <* «*• («, «) I ' + I («, y) 1 1 + | <*eo.. (tf, z) | ']..(5) 

=1: ^l C ^iM)V C ^My +(: ^M ) Y..(6) 

Nu volgt uit de waarden (4) , N°. 248 

dcos . {étX) ^+r)dX-X ( YdY+ZdZ) 

, /A . (Z*+X*)dY-Y{ZdZ+XdX) 
_ (X' +F ' +Z* ) {dX* + dY*+dZ> ) - ( XrfAT+IVrH-^) * , 2 . 

{Ydz-z4Yy+{Zdx-xdzy+{XdY--xd xy } 

uit (2*) f N°. 248 volgt dX=dyd'z-dzd*y , dY=dzd s x-dxd*z, 

A 1* A A* A A YdZ- ZdY ZdX-XdZ 

dZ~ dxd 3 y — dyd*x, en daarmede = = 

dx dy 

XdY ~ Yd *=-{d*xdX+d>ydY+d>zdZ) = (d>yd'z-d>zd>y) 



dz 

dx + (d l zd*x-d-xd*z) dy + tf'xd'y-d'yd'x) dz=zXd'x+ 
+Yd'y+Zd'z=zP; dus de teller van (7 ') = ƒ" (dx*+dy 1 -H** 1 ) = 

z=P s d8*, en hiermede wordt (5): r=<fe:i/ = 

=^!±T±^1...(7), of naar (6), N°. 248, 

(d>xy + (d>yy + (d>zy-(d> s y 

Voor P = 0 wordt r=w; dat is, er is gceno wringing, do kromme lij ti 
is vlak. Hiervan is das P = 0 . . . (9) bet kenmerk. 
•252. Omtrent de hoeken (v, ($, x) eo (q, x) kan men uit het voorafgaande 
eenige betrekkingen afleiden. 
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Naar (3), N°. 250 in verband met (5), N°. 244 is nu 
Cos. d t — l = co*. ( r , x) d cos. (x t x) + cos.{c,y)dcos.(T t y) + cos.(x' t z)dcos.[v, z)...( l ) 
Maar omdat de raaklijn loodregt staat op de normaal, is 0 = co«.(r,ï) 
cos. {q , x) -f cos. { t , y ) cos. (o , y) 4- cos. (t , z) cos. (<> , z) . . . (2) ; dus heeft mca 
{ cos. ( Qt T)i cos. (<i , y) , cos. (o , z) , 1 ) . s ( dcos. (r , x) , dcos. (r , y) , dco*.( r , *) , L } ; .(3*) 
ofomdatnaar(5),N°.250/.» = j <ico*.(r,x) ( » + j dco*.(c,y) j * + j</eo*.(r t ï)j» = 

d** ds ds 

z= — ia t dcos.{r t x) = -cos. (o, x) , <*co*.(*,y) = — co*.(o, y) ,dcos.{x ,z) = 

ds 

= — cos.( Qi z) (3) 

Naar(3), N°.250, omdat co*.»(3, x) -f co*. J (j, y) + co*. J (fl , z) = l is..(4'), 
heeft men co*. d 3 — 1 = cos. (i,x)d cos. (3 , x) + co*. (3 , y) dco*. (3 , y) + cos. (3 , z) 
dcos.(i t z)...(4). Maar uaar (2), N°. 249 is 

0 = cos. {3 , x) cos. {(i , x) + cos. (3 , y) co*. (<»,y) -f <»<■ (l , *) cos. (q , z) . . . (5); men 
heeft dan 

{to*.(<i,x), co*. (o,y), cos.{g,z) t ij :: (rfco».(3 , x), dcos.(^y), dcos.(),z) t 
L' j...(6*),ofomdatnaar(5),N^25l //*=<dco«.(j,x)j * + ;<ico*.(3,y)} J + 

d&* ds ds 

+ J dcos. (3 , s) | * = ~ Is, dcos. (3 , x) = - cos. {q, x), </co«. ($,y) =- co*. y), 

ds 

dcos.(i,z)= — cos.((>,z) (6) 

Omdat de raaklijn, de hoofdnormaal en do as van het krommingsvlak 
onderling loodregt staan, is b. v. co*. 1 (r,x) -f co*.* (p,x) -f cos.* (3 ,x) = 1 ;..(") 
dus differentiërende , co*. (r , x) dcos. (t , x) -f- cos. {q , x)dcos. (o , x) -f- co*. (3 , x) 
dcos. (3 , x) = 0 . . . (8) ; tycrin (3) en (6) substituerende , komt er dcos. [q , x) = 

= — {^co*; (r, x) -f- * cos. (3 , x) | ds t en evenroo d co*. ({> , y) = — 

-Jico*.(r, y) -f ico*.(3,y)j(i*,dco*. (o t z) = — Hco*.(r, 2) + -co*. (3,z) J<f*...(9). 

*253. De vorige formulcn worden eenvoudiger, wanneer men de x, y, z, *, niet 
meer als afhankelijk veranderleken beschouwt» maar of x of * als onafhan- 
kelijk veranderlijke aanneemt. 

Als x onafhankelijk veranderlijko is, wordt t/*x = 0, dus (2"), N°. 248 
Y = — dx d*z , Zzzdsd* y . ; (6) , N°. 248 , A'* + 1' * + Z* = { (rf ' y) * + (d» z) 1 - 
— (ei» *)* j rf* s . Dus voor de as van het krommingsvlak (3), N°. 248, 
fdy d* z dz d*y\ d'- y fds^*dz 

U*-r x d7iJ + t- s )dP + \.TxJ Tx = °> 

fdy d*z dz d>y\ . d^ z fds\ dy 
terwyl voor de hoeken (4) wordt (co*. (3 , x), co*. (3,y), co*. (3»«)> 1 ) :: 

rrfy rfVy d*j djj ds f/ d Ly\\(iLïY_f d ±lY\ m 

\Jx dx* dx dx*' dx*' dx V \\dx*J \dx*J \dx*' 

(dy d' z dz d>y\ 

De vergelijking (T) voor het krommingsvlak wordt x) \^ dx dli^dx dx*' 
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d' " d* V 

— (7 — y) + (* — 2 ) J7» = 0 • ' • ( 3J - Die voor de hoofdnormaal (7 ), N°. 

fdy d»y ds d ' zy (dy dz d* z 

249 worden (5-*):{ d<r d J* + ^ ^"^Id* dl d~F~ 

C/dzV~ld*yl [dzdyd*y |" , 4 

De kromtestraal (10) , N°. 249 wordt C = (j^ : {(^ ) + (j^f - 

~\d7*J I -\7x) '^XKdxW + \dx*J ~\dxdx* dxdx*) ]- (5) 
De coördinaten van het kromtemiddelpunt (11), N°. 249 

d»s /dA* /d*yds dy d* *\ A**Y 

5 W •yt=y + f«^7, d x -'dx'd~) : W • 
/d*zds dzd*s\ /dA» #-l , r , ^ , 

■» =< + si-» JT»; : U; •• • (6) - voor de hocken ' d,c 

ar, — ar y, — « 

• de hoofdnormaal maakt ( 1 ) , N°.249 , cos. , cos. (q , y) = = — , 

C' Q 

cos.{(),z)— - .«.(7), en voor den straal der wringing (8), N°. 251, 

r ~ (VJIT/ + W*V "A^V JWi/ ! U** dx» d*» dr»J- (8) 
Indien « onafhankelijk veranderlijke is, wordt d* * = 0, dus A"' + Y* +Z*=z 

dy d i z dz d x y 

= (rf»*)»+(d«y)« +(«!»«)». Als men nu X t = J^ J7~d7 77?' 

dz d* x dx d*-z dx d'-y dv d*x 

i, =z -,— ; ;— - Z\ = -r- —. — r — ~r - ,— stelt, worden de vo- 

1 da d** ds ds*' 1 ds d** da ds* 

dz 

rigo waarden achtervolgens (tj — y) X t ~(5— x) Y x -f ^- = 0, (£ — *) X x — 
dv 

— (i—z) Z, —ƒ=().. (l'),j cos.(fl,x),cos.(3,y),co«.(i,r),l \>.:{X l ,Y tt Z l , 

— {(Sö'+G»' +(&);} ••■«••>• + „- :) v, + 

+ C-*)2 1 =0...(S-); (5-x):d^ = (,7-y):d^=:(:- 2 ):d^;..(4-) 

Kd**V /\f*yV /^d*zV) ( , d*x 

d» y d* z d*x 

y, =y + e*57T » *» = * + ? dT» •••t 6 ^ ; co, -(e» x ) = e jjr » «w.(e»y)= 

d>y d»z t f/^d»*>* /'d'yV /d»2\») 

= ^ 1 ,co,.( e ,,) = e57i -...(7');r^ +(,37*/ } : 



d^y d»2l 

+ ^» + ^3T») ' .....(8^) 

♦254. Naar (8*)» N°. 249 en (7), N°. 251 is dT = -=i-! ',...(1) 

d«_ P ds X d\x + Td 3 y + Zd»g 
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Nu xal er, voor d$~0, de wringing verdwgnen en r = oo worden; til- 
den is er een buigpunt van de eerste soort. Daarvoor geldt de vergelijking 
A'J«*+ Yc/»y+Z</3* = o...(3), of als * onafhankelijk veranderlijke is, 
djj d*z d*y rf» d d* z 

cix» rfT» d75~ 0 — J3r ^ 

Een buigpunt van (2e tweede soort is er, als ook Jr = 0 is. Dan moet 
X» + y»+Z*=0 aijn, dat is afzonderlijk X=0, y= 0, Z- 0; ...(5) 

daardoor geeft (2) Als nn x onafhankelijk veranderlijke is, geven 

d* y <f » x 

(5): =0, 2^=:0,:.(B) t en nn in de onderstelling, dat alle de diffe- 

d*yd* z — d*zd*y __0 
x tijn genomen, dé = +J rf , 2)1 __ (rfy rfl rfiyjx ~ö 

wegens ( ), dan - y rf Jy + Jrf ^ rf , g + a(dydtz _^ rfi y j (rf y rf^ + <fe j y ) - 5 ' 



Dus 



_ t rf«y + d>y d»z — d»y J'z — rf»y d*x d»yrf»z — tf'y 

^-ifJ'y)» + t/*yd»y + (d»z)»+d»z<f»*+ M . ~ (<* J y) * + W 

d»y d»? d J « d*z 
voor d«=0, moet^ ^J, "~57T ^7» =0...(7) «ijn, en dit is dus de 

voorwaarde van dit buigpunt. 

De vergelijking (6) «egt, dat de projectien van snik een buigpunt de 
buigponten van de projectien der kromme aullen aijn. 

255. Evenzeer als het snijpunt van twee opeenvolgende normalen 
het middelpunt van den kromtecirkel bij vlakke kromme lijnen 
bepaalt, zoo geeft hier het snijpunt van drie opeenvolgende nor- 
maalvlakken het middelpunt van den kromtebol (sphère de cour- 
bure, osculatrice). De vergelijking (1*),N°.246,(|-^)c<w.(t,^)+ 
+ (V — y) C04 - tf) + (t — *) cos. (t , z) z=z 0 . . . (1) is die van het 
normaal vlak aan P(or, y, 2). Differentieer deze naar s, zoo is 
(t_ r ) ! ( ? ^ d - c °*-(*> y) | ^ ^ d.cos.{x, z) _ 

ds ds (1 8 

— jcos.fV,*) d ~+co8.(r t jy) d -¥ + cos. (r,*) =0, of naar 

(i).ir.«i- WJ r.«4 ( l l(ï -. } « fc ., + M «. ( ,. f , + 

-h (C — 2) cos . (q , 2) | — | cos. 1 (t , x) 4. cos. 1 ( t , y) 4- co*. 1 ( v f z) | = 0 , 
of naar (5) f N°. 244 , (|— s) cos. (0 , x) -h (7— y) cos. (0, y) -+- (£— *) 
cos. (0,2) =0... (2) , de vergelijking voor het opvolgende nor- 
maalvlak. Om die voor het hieropvolgende te erlangen , diffe- 
rentieere men (2) weder naar s, zoo is 
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- jcos. , ar) ~ + c<w. (<> , y) Ö + co*. , *) J - ^ = O , of 
naar (9), N°. 252 en(4) , N°. 244 , -($-») f -co*, (r , «) + 1 co*.(0, •)} 

— fa— y) |^ «»• + ^ (* » y)J — (C— *) ^ CM - (* » *) + 

•+- ? co*. (0 , 2) J — | cos. (q, x) cos. (t , x) + co*, (o , y) co*, (t , y) -h 
+co*. (o, *)co*. (t, *)J — ~ = 0, of naar de vorige (1) en naar 



, N°. 252, na vermenigvuldiging met r, 

j ({— a?) co*.(0 , x) + fa-y)cof.(* ,y)+ (C-*)co*.(0, z) \ =r -^....(3) 

Daar hier (f,y,£) het snijpunt is der drie normaal vlakken , 
dat is het middelpunt van den kromtebol, noeme men ze x lt 
y t , z t . Nu telle men de vierkanten der vergelijkingen ()), 
(2), (3) op. Omdat nu de raaklijn, de hoofdnormaal en de 
as van het krommingsvlak onderling loodregt staan, heeft men 
(7) , N°. 252 , cos.* (t , x) + cos. * (q , x) -f- cos.* (& , x) = 1 , en even- 
zoo ten opzigte van y en z\ maar ook is cos. (r, x)cos. (t,y) 4- 
+ cos. (q , x) cos. (o t y)+ cos. (Ó, x) cos. (& , y) = 0 , en evenzoo ten 
opzigte van y cn z; derhalve geeft die som 

0 + <?* +( t y s ) = fa + ""rf* + (** ""*)'» en deze 

is =r i2' . . . (4) , waar 72 de straal van den hrommingsbol is. 

De vergelijkingen (1), (2), (3) zijn yan denselfden vorm als die, welke 
dienen voor de verandering van coördinaten by twee stelsels van regthoekigc 
coördinaten. 

Uit (1), (2), (3), vindt men nu voor de coördinaten van 
het middelpunt van den hrommingsbol 



x x cos. (0, x) +r cos. (ê 9 x) , y a z=y + q cos. fay) + cos. (ó, y) , 
z i =z+QC<M.(Q,z)+r ( ^cos.(6 t 2) (5) 



Digitized by Google 



160 



§ 25. Pooloppervlak, ontwondene, aanraking van 
verschillende orde. — Toepassingen. 

256. Twee opeenvolgende normaal vlakken snijden elkander volgens 
de as van het krommingsvlak , eene lijn, die loodregt staat op 
de beide hoofdnormalen en door het krommings-middelpunt 
gaat; zij bevat dus de polen van den kromtecirkel en is voor 
dien cirkel de poollijn. Twee opeenvolgtnde poollijnen snijden 
elkander in het middelpunt van den kromtebol. Het opper- 
vlak, dat alle poollijnen bevat, heet het pooloppervlak (surface 
polaire); de vergelijking vindt men door die van het normaal- 
vlak (2),N°.246, {S-x)dx+{r i -y)dy + {i;-z)dz=0.„(\) 
te differentiëren, dan is voor het volgende normaalvlak 
(C-*) d* x + (n-y) * l * + z-(dx*+dy'+dz*)=z0....(2) 
Elimineert men nu x % y, z, d. i. het punt van de kromme lijn, 
uit (1), (2) en de vergelijkingen dier kromme lijn, zoo vindt 
men die van het pooloppervlak. 

Ook uit N°. 255 blijkt het , dat dit oppervlak al de middel- 
punten der kromtebollen bevat; deze vormen daarop eene 
kromme lijn van dubbele kromming, die eene IceerUjn (arête 
de rebroussement) van dat pooloppervlak zal zijn. De opeen- 
volgende poollijnen snijden elkander volgens deze keerlijn; 
men moet dus de vergelijking (2) weder differentiëren en ver- 
krijgt (t^)d*x+ fo-y)rf , jr+(C-*)rf , *+3 (dxd*x+dyd i y+ 
+ dzd l z) =0... (3). Deze, verbonden met de vergelijking 
van het pooloppervlak, geeft die van de keerlijn. De keerlijn 
is derhalve voor ieder punt de omhullende der poollijnen; 
deze zijn dus raaklijnen der keerlijn. Het pooloppervlak is een 
niet ontwikkelbaar regelvlak. 

- 

*257. De kromme, die de kromtcmiddelpunten bevat, heeft de hoofdnormalen niet 
tot raaklijnen. Men heeft toch , zie ( 1 ) , N°. 249 , jp , — * = q co$. (q, x) , y , — y = 
= q co$.(q, y), z x —zz=q co«.(p, *)...( 1 ), waaruit voor het volgende punt dier kromme 
volgt dx t —dx+Qdcos.{(),f) + cos.(Q t x)dQ, dy l =dy + Qdcos.(^ i y)-\- 
+ co$,((t,y)d(i, dz l =dz+(>dcos.((> i z) + &>*.((>, z)d(>... (2). Had die 
kromme de hoofdnormaal tot raaklijn, zoo zoude dx t =zcos.(q ,x)dQ, dy t = 
= cos.(q, y)dq , dz l —cos.{q t z)d^ zijn, en dns zouden (2) worden rfx + 
-f- Qdcos.{Q,x)=iO, dy + Qdcos.((>,y) = 0, dz+ Qdcos.(Q t z) = Q, of naar 
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(4), N°. 244 en (9), N°. 252 : cos. (v , ar) d s — p ds cos. (t , x) + £ co*. (* ,a-)^ = 

p go 
= — -cos. (fl,j) = 0; cn evenzoo —-co*. (3, y) = 0, — - co*.(0 , *) = 0; en 

hieruit volgt noodzakelijk r = 00 , dat is de kromme lijn is eene vlakke 
kromme; alleen in dat geval zal de vorige eigenschap plaats hebben (zie 
N°. 211). 

258. De kromme der kromtemiddelpunten is dus niet de ontwondene. 
Deze, als zij bestaat, moet raaklijnen hebben, die tevens nor- 
malen der oorspronkelijke kromme lijn, of ontwindende , zijn. 
Trek dus eenige normaal aan deze laatste in het punt P, en 
door het opvolgende punt P x eene normaal, die de eerste 
snijdt (dit snijpunt moet N°. 256 in de pool lijn liggen), en die 
weder gesneden wordt door eene normaal aan P t , waarbij 
het snijpunt weder in de overeenkomstige poollijn liggen moet. 
Die snijpunten liggen dus op eene kromme lijn van dubbele 
kromming, die naar N°. 256 op het pooloppervlak moet lig- 
gen. Daar de eerste normaal geheel willekeurig is getrokken, 
kan men dus een oneindig aantal ontwondenen construeren, 
die alle de gegeven kromme tot ontwindende zullen hebben. 

De vergelijking der ontwondene zal verkregen worden door 
de vergelijkingen (1) en (2), N°. 256 te verbinden met de 
voorwaarde, dat een punt (£+</£, ij+dy, ? + op het 
verlengde ligt van den kromtestraal, dat is naar(l), N°. 249, 

;rf = f — ^ of jLÜ-?...(l); eene dier vergelijkingen toch 

is voldoende , omdat het punt op het pooloppervlak moet blijven. 

259. De naam ontwondene wordt hier evenzeer geregtvaardigd als N°. 211. 

Z Ü (S> V* f) €Cn P nnt dezer kromme lijn; trek daaraan eene raaklijn, en 
zet daarop een Btnk =a af, noem dat eindpunt (ar, y, z), zoo is x — £ = 
=aco*.(o, ar), y — 17 = 000*. (a, y) , z — £ z=acos,(a,z) .. .(1). Voor een op- 
volgend punt geldt nu de differentiaal dezer vergelijking, dat is dx=zdZ + 
-f adcos.(a t x) -f- cos.(a, x)da, dy=dtj + adcos.(a,y) -f- cos. (o, y) da, 

dz=zd£ + adcos.(a, z) -f- cos.(a, z)da (2). 

Vermenigvuldig achtervolgens met cos.(a t x), cos.(a,y), co8.(a t z), cn tel 
op, dan is de coëfficiënt van dat cos.* (a, x) -f- co*.*(a , y) -J- co*. 1 (o, 2), dat 
is = 1 ; differentieer deze, zoo wordt co*, (a, ar) dcos. (a, x) 4- cos. (a, y) dcos. 
(o, y) -f- cos. (a,z)dcos.(a t z) — 0, juist de coëfficiënt vnn a; dus wordt 
cos. (a, *) dx + co*.(a, y)dy -fco*. (o, z)dz~cos.{a t ar) d$ -f cos. (a , y)di7 + 

11 
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♦ 

+ cos.{a f z)dï + da(3). Verder is voordo* = d$* + di/ J + d£», co«.(a,z) = 

d£ dij d£ 

= » co ** ( a » y) = » co *« (° » z ) — • • • (3) ; derhalve cos. (a , x)d x -f 

1 

-f co«.(a, y)dy-J- co«.(a, z)dz =~(d5' + dtj* -f d£ s ) + da = do + da...[i). 

Voor het geval der ontwondene is da — — da... (5) dos da + do = 0, om- 
dat o + a standvastig is. Uit (4) volgt, omdat (dx, dy, dz)::(cos.(t t x) t 
co8.(T t y) t cos. (r, z)) is, dat de raaklijn aan de omwindende loodregt staat 
op de lijn a, dos dat a de normaal dier kromme lijn is; hetgeen juist het 
kenmerk der ontwondene is. 

Maar door (5) geven (4') d| = — cos.(a, x)da, drj — — cos.(a,y)da, 
d£= — cos. (o , z) d a ; en hiermede wordt (2): dx = adcos.(a, x) t dy — 
= ad cos. (a,y) , dz = adcos. (a t z), dat is naar (5), N°. 250 en de vorige (5), 
de hoofdnormaal der ontwondene is evenwijdig aan de raaklijn der om- 
windende. 

260. Ook bij de kromme lijnen van dubbele kromming kunnen 
aanrakingen van verschillende orde voorkomen. Bij eene aan- 
raking der eerste orde zullen voor zekere waarde van x de 

*~T * ~T & e lyk moeten zijn; bij eene der tweede orde nog 
dx dx 

en ^— enz. Het eerste differentiaalquotient, b. v. het 

(LX u X 

w+ 1de, dat niet meer gelijk is, bepaalt de orde n der aan- 
raking. 

♦261. Zü b. v. Z + A v + B=.0, Z+CZ + D = 0(\)do vergelijkingen eener regte 
lijn , en laat er hier met de kromme y = ? (x) , z = q> , (x) . . . (a) eene aanraking 
der eerste orde plaats hebben , zoo moet uit x+Ay+B=zO, x+Cz+D=O r .{l) 

dy dz 

cn hare differentialen 1 + A-j^ = O t 1 -f = 0 . . . (3) , waar nu (x, y,:) 
het punt der kromme (o) is, A, B, C, D worden geëlimineerd. Nu is 
naar (1) en (2)0 = (5-*) + A( v -y) = ( v -y)-^J*-s) , 0 = (;-*) + 

dz 

+ C{ï—z)={S—z)—j- s {l — x) (4), waarbü A en C uit (3) zijn gesufe* 

tueerd, juist de vergelijking der raaklijn, (7), N°. 244. 
♦262. Zij (S— x,)* +(17— y,)* z,) 1 =r (1) de vergelijking van een bol, 

en S+-4i;-j-£^-|-C=0die van een plat vlak , dat door het middelpnflt 
gaat, en dus den vorm (£— x,) + A(ij— yi) + B(£ — z,) = 0...(2) heeft, 
dan bepalen (1) en (2) te zamen een cirkel. Als deze eene aanraking der 
tweede orde met de kromme (o), N°. 261 heeft, moeten vooreerst voor het 
punt (x, y , z) gelden (x-x, )« + (y_y , )* + (z-z, )* = r , * . . (3-) , (x-x,) + 
+ A(y—y l ) + B(z— z^zsO ...(3 h ) } ook hare differentialen (x— + 
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y 

dx» 



nog do tweede differentialen, 1 + (jQ + (jf) + (y— yj 

d»j d*y „d* * 
+ * ^dT* = 0...(5-), Aff t +Bj^=0 (5*) 

d* z (dy d* * da d*y\ 
Nu geven (4*) met (5*): A = —j^ : |jj dTxT~dx d^T/ » 

jB = +7-^-:<-r^ -r-j — -r tt\ 5 ; en 3* met (4*): 

Wx* \dx dx* dx dx*) v " v v 

d * 7? >l ^ 

d7~ dx 

y-yi=(*-*i)— ( r y *-*i=(*-*.) . . . .... (6) 

B d~x- A Tx B dx~ A dx 

Substitueer hierin -4 en B uit (5), en breng dan y — y x ena — z x over in (5 * ) , zoo 

/dy\* /dsy fday 
komt er, omdat l + [j^J + {j^J = ^) > 

/d*y dy dVs dz \ /ds \* 

V dx* dx + dx* dx) \dx) 

x — x, = : — - — ; : ; — r— ...(7). Hiermede worden 

fd'y\ /^1 2 Y (dy d*z dz d*y\» 

\dx~*J + \dx"V +\dxdx* dxdx*) 

d* y dzfdy dis ds d* y ~\ 

~ d7» + dx\.d^ dx~ï~~dlc dx~* J fflfY 

y ~ yt ~/d-y\ /d* *V /dy d*z dz d*y\t^dxJ 9 

\dx~ï) +\dx*J + \dx da* dx dx*/ 

d» s dy fdy d^z dz d» y^v 

d~x*" + dx Vdx dy* — dx dx* ✓ 



dy* dxdx»^ f 1'Y ( 8 ) 

* Aii y y /d*A* /dy d*z dz d»y\* Vdx7 ;,, " ( ' 

\dxV + Vdx« / + V** di* dx dx*) 



Qdx) 

en derhalve naar (8 ') , r , * = 



Vdx* V + Vdx*V Vdx dx* dx dx*y 
dezelfde als (8'), N°. 249. Door middel der (2'), N°. 248 ishetnietmoeije- 
lijk de (7) en (8) terug te brengen tot den vorm der (5), N°. 249. De verge- 
lijking (2) wordt door substitutie van (5) juist de (3), N°. 253, dc vergelijking 
van het krommingsvlak. Wegens (4*) en (3*) blijkt het, dat (4*) en (5*) 
loodregt staan op dit krommingsvlak; de doorsnede der vlakken (4*) en (5*) 
staat dus loodregt op (2) en bevat de middelpunten van alle bollen , die door 
het punt (x, y, z) gaan, en dit vlak (2) volgens denzelfden cirkel, den 
krommingscirkol , snijden. 
♦263. Heeft men eenbol(S— xj)» +(17— y*) 1 +(C— =r 1 *,...(l)ensteltmen, 
dat deze eene aanraking van de derde orde met de kromme (a), N°. 261 
hebbe, zoo heeft men voor het punt (x, y, z) achtervolgens: («—4^)1 + 

11 # 
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d y dz 

+ (y~yi) 1 + (* — 82 ) 5 =r t '...(2), x-*,+(y-y s )^+(«-^) ( ^=0,...(S) 

d»y , d*x dy d»y d* d»* 

d*y d» * d>* d« d»y d» 2 



d* * d* r a d 



s 



3-r 



r t * = 



dx* dx* dr» dx ds 
(4) en (5) geven: y-y, ^, 

dx» dx» dx* dx» 

d» y d» d 1 * d*y 

dx» dx ~~ dx» dx» ds 

5 — 5, = — - j- . . . (6 ; en hiermede geeft (8 

1 d* y d* * d» x d*y dx w ' b w 

dx* dx»~ dx* dx* 

Cd» * dy d»y da^vd* d*8fd»y ds dy d* 
dx» 7/x dx* dxJdx dx* vdx* dx dx dx* J 
= d»y d»s d»7~d»~y" : " (7) 

dx» dx*~dx* dx» 

eindelijk is naar (2) 

Vdiy LVdx»y + Vdx»y + w*> dxdx*) J + 9 Vdx»/ 

r fd* y~y fd> s\* fd*y ds d*j dy>V*n ds d»j 

LVdx*y + Wx*y + Vdx* dx — dx* dx>/ J — 6 dx d*» 

Cd* y d»_y d*j dj_s ✓d» y ds d*_s dy*\ fd* y da d» * dAl 
dx» d*« dx* dx» Vdx» dx~~ dx» dx7 Vdx» dx dx» dx/ J 

- - • 

d* y d* z dis d' y 
dx* d7*"""dx»~ dJ 1 " 
Brengt men nu in (4), N°. 255 de waarden van r en q uit (8) en (5'), 
N°. 253 over, zoo komt er juist deze uitkomst voor R terug. De vergelij- 
king (1), N°. 255 stelt, even als hier (8), het normaalvlak voor, dat door 
het middelpunt van den kromtebol gaat; (2) en (3), N°. 255, even als hier 
(4) en (5), de beide opeenvolgende normaalvlakken ; de uitkomst moet dan 
ook wel dezelfde wezen. 
264. Toepassingen. Men zoeke 

A, de vergelijking van de raaklijn; 

B, die van het normaalvlak; 

C, die van het krommingsvlak ; 

D, die van het pooloppervlak ; 

E, die van de keerlijn; 

F, die van de ontwondene; 

T K% T 3 ,T a , de lengte der raaklijn tot aanhet yz- t ary-vlak; 
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q, den kromtestraal; 

a, |J, y, de coördinaten van bet kromtemiddelpunt; 
r, den straal der wringing; 
E, dien van den kromtebol; 

a '* ?'y /t de coördinaten van het middelpunt des kromtebols ; 
voor de volgende lijnen van dubbele kromming. 

1. doorsnede van twee cirkelvormige cylinders , x % + y* ssa* , *s + = &*• 

2. doorsnede Tan twee parabolische cylinders, y*=2px, **=2qx. 

S. doorsnede van een parabolischen en een cirkelvormigen cylinder , z* = 2p x , 
**+y*:=a*. 

x* y* ** 

4. doorsnede van eeneellipsoide en een bol, — + —+^ = 1 1 tf'+y 1 ^-** =<f*. 

5. de schroeflijn , x — a cos. - , y = o sm. — . 

§ 26. Gebogen oppervlakken. Raakvlak, normaal. 

265. De vergelijking van een gebogen oppervlak zz=f(x y y) bevat 
twee onafhankelijk veranderlijken x, y, en ééne afhanke- 
lijk veranderlijke z; zij levert de gedeeltelijke differentialen 
dz 

dz' *y 

Zij nu gegeven drie punten P(x , y , z) , P , (x A a? ,y , z -f- A , z) , 
P,(a;,yH-Ay, z-f-A, z); laat daardoor een vlak Bij 

gaan, dan wordt voor die drie punten Ax+ 
+ J3y+Cz + I?:=0 # A{x+Ax)+By+C(z + A M z)+D=0 9 
y4x + B(y+Ay) + C(z + A y z)+Dz=0; hieruit volgt^Az-f- 
+ CA,z = 0, BAy-f-CA,zz=0, A(£-x) + B( n -y) + 

+ C(£-*) = 0; en dus ten slotte +^Lf ( 7 -y) + 

+ z) = 0 . . . (1) , als vergelijking van een snijvlak ; derhalve 

?f (|— 4.^? (7— y) — (f — z) =0. . . (2), die van een raakvlak, 
cx dy 

Dit raakvlak bevat alle raaklijnen , aan het punt P getrok- 
ken ; want trek eene lijn door P en P , (x + A x t y + A y, z + A z) , 

zoo is ?-y=:^ f—z = ~ (£-*). ..(3), de verge- 
lijking dier snijlijn. Bij omwenteling rondom P wordt zij tot 
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eene raaklijn, dan is 9— 1/=^ (£— z), £— xr=^?(| — 3) = 

= /^f + (I — x) . . . (4) , omdat s zoowel van y als van 

\üx dy dxj v ' w 

4? afhangt. Nu is in de beide (4) -~L geheel onbepaald, en 

d x 

voor iedere raaklijn verschillend; elimineert men deze verhou- 
ding, zoo geldt de uitkomst voor alle raaklijnen door P, en 

deze uitkomst is wederom (2). 

Voor de oppervlakken tan den tweeden graad geldt dezelfde regel ran 
N°. 200. 

266. Rigt men in het raakpunt eene loodlijn op het raakvlak, zoo 
is deze de normaal. Naar (2) , N°. 265 , ü haar vergelijking 

$ - x+ K (? ~' )=0 ' (?-*)=<>; P) 

terwijl men voor de hoeken heeft, die zij mét de coördinaten- 
assen maakt, 



(2) 



■"{•♦(©'♦GD'. 

De lengte der normaal tot aan het y z-vlak is — (£— ar) i/ |l -b + 

+ (^},o f o m da»|=0i S ,^=^{ 1+ gf)V(^} 
Even zoo is de lengte der normaal tot aan het a?r-vlak 
+ + J, en tot het ary-vlak N, = 

HKS* + G-;)'}. » 

267. Is het gebogen oppervlak ingewikkeld gegeven, F(x,y y «)=0, 

. d* ÏF *F d* dP dP , , 

zoo wordt — = — ^— : -r— , ^-=— , en hiermede de 

da; da? oz oy oy dz 

vergelijking van het raakvlak + |~ V) z)=O r (l) 
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d F iïF 
de vergelijking der normaal (|— x) : ^— = (9— y) : ^— = 

geldt cos.(n,x)=— : P, cos. (n,y) = : P, cos. («, z) = ^- : P..(3). 
*-* o x c y ° z 

♦268. Het komt wel voor, dat een raakvlak het gebogen oppervlak langs eone 
regte lijn aanraakt. Dit zal plaats kunnen hebben bij znlke oppervlakken, 
die beschreven worden door regte beschrijvende lijnen; stel dat deze 
tot vergelijking hebben x-=.zf[p) +/ t (/>), y = z 9 (p) + (ƒ>)...(!), waar 
voor ecne andere p eene nieuwe beschryvende lijn ontstaat; dan moet, bij 
ds d* 

dezelfde p, ^ en ^ hier niet van waarde veranderen. Differentieer naar 

x> zoo is l = |^/( P )+ \zf' (p)+A'( P )\dp, 0 = ^ 9 (p)+ \z 9 '(p) + 

^ s [ z f(p) "f* f \ ' (p) 1 

+ 9 1 ' (P) \ dp » waaruit door eliminatie van d p : ^ = 1 : j ƒ (/>) — ^"/j^ » (p) j • 

da ( z <t>'(p) + 9i ' (p) 1 

D iffcrentieert men naar y, zoo komt evenzeer = 1 : 1 9 (/>) — — , ^j- TJzAp) \ —'( 2 ) 

Beide uitkomsten vcreischen voor de gestelde voorwaarde, dat zij van £ onaf* 
hankclijk zijn, ^7^ = ^-7^ = g... (3), de voorwaarde dus, dat er raking 

langs eene regte lijn zal plaats grijpen. Voor de naastbijgclegcn beschry- 
vende lijn is nu x = z\/(p)+/'(p)dp\ + \/ l (p)+/ i '(p)dpl, yz=z\ 9 (p) + 

+ 9' (P) dp \ + 1 9 , ( P) + 9 x ' (P) dp [ . . . (4), derhalve * ~ } + f 1 jff = 
= > T =g-'"(5). ^ substitutie van (3); dat is de beschrijvendo 

z 9 (P) T V>\ [P) 

lijnen (l) en (4) hebben een punt gemeen; zij snijden elkander in dat punt. 
Ook dus: wanneer het raakvlak (2), N°. 265, het gebogen oppervlak vol- 

?s d z 

gens ecne lijn zal aanrakon, moeten ^ en ^ niet veranderen met *,y,z; 

dsd^ d z d z 
differentieer die (2) , zoo is (£ — x) d ^ — dx -f (»?— y) dj -^j- d y — 

ds dz 

— da = O =(S — x) d^ -f (jy — y) d^— — 2 ds. Opdat deze identiek nul zij, 

dz d*z d-s ds d-3 d-z 

moet rf^ = j^rf* + ^y d3r = 0 ' d Ty = 57^ rf * + ^ rf * = ° » 

/öij^J d* 5 d>* 
waaruit, na eliminatie van dy (en ax), V^ ^d y >/ = dlT dy~ï""^ 

Deze (6) even als (1) zijn de vergelijkingen der ontwikkelbarc oppervlakken 
(surfaces dcvoloppables). 
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§ 27. Normaaldoorsneden, schuinsche doorsneden, 
hoofddoorsneden. Navelpunt, lijn van bolvor- 
mige kromming. Kromtelijnen, kromming, 
aanwijzende kromme. — Toepassingen. 



269. Bij het nagaan der kromming van gebogen oppervlakken ge- 



bruikemende gewone bekortingen ~=P, ^=£, ^4=»*» 

oX oy ox 



j^- = 5~r ==< - Daarmede worden de vergelijkingen der 
x y y 

normaal (1),N°. 266, = 0, ,_y+ ? (£-*) = 0..(l) 

De vergelijking van een willekeurig vlak At;+B v +a;+D=0..(2) 
wordt door het opnemen der normaal, d. i. door het substi- 
tueren van | en n ui t ( 1 ) , (A x + By Cz + D) -h (— Ap— Bq+ Q 
(? — - 2; ) = 0, dat is, omdat z onbepaald is, Ax + By 4- Cz+ 
4-2> = 0, — Ap — Bq+C=0...(B), en daardoor wordt (2) 
A{S-x)+B{ n -y) + (Ap + Bq) (?-*) = 0... (4). Dit vlak, 
een normaalvlak, vormt eene normaaldoorsnede van het opper- 
vlak ; hare vergelijking volgt uit de eliminatie van z of y tus- 
schen (4) en de vergelijking van het oppervlak f(x t y, z) =0...(a) 
Differentieer deze beiden tweemaal naar x, zoo is, voor 
C—Ap\hq uit (3), 

^d*+Brfy+G , rf* = O l c*«|><**+ g fy, waaruit ^ = _^±£^ f 

d# B\qC 

dz pB—qA 

Tx~ B+qC ( 5 ) 

tf*j. waar JT=r + * + « ; .... (5') 

hieruit *f = - « £i = *! . . ' m 
dx* B+qC' dx* B+qC * 

Nu is de kromtestraal der normaaldoorsnede (zie (5), N°. 
(dy d> z - dz d*y)' + {(«Py)« ( '> 



I 
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waarin (5) en (6) te substitueren zijn. (5) geeft: dx' + dy , -\-dz , = 
= (g^)'{(^+£ , )+l» , (* 1 +C , )+5 , (^+C)+2C(£g + 4 ) )- 

-2pqAB) of naar (3)=( 5 ^)|(4'+2? , )+l> , (2J , +C') + 

+ ^ '(4»+C)+C•+(^+2? ^ )'-2 P? //^|=^^ ^ ,y(l +P • + ? , ) 

{A , + B' + 0)... (8). Verder nog dy d' z — dz d' y — 
-B(A + pC) + C(pB- q A) Xdxt=r AX d *> Nu ^ 
(B + qC)' B\qC 

+ __£^L + -ILÏL-Ux* - ü±£l±2T ±£11! 

a Usn aar(8), , = V^£±£) = 

waarin nup, g, r, *, * alléén van f(x,y t z) afhangen, ~^ ook van 

de vergelijking (2). 

Deze q is nu de kromtestraal van eene normaaldoor snede. 
270. Om evenzoo den kromtestraal q van eene schuinsche doorsnede 
te vinden, sla men een anderen weg in. Zij (£— x) dx + 
+ (9— y)<ty+(£— z)dz — 0 (zie (2), N°. 246) het normaal- 
vlak aan eenige kromme lijn op het oppervlak getrokken door 
het punt y, z) ; zoo wordt de vergelijking der as van het 
kromraingsvlak voor dat punt (zie (2), N°. 248) bepaald 
door (1) en haar differentiaal (£— x) d l x + (7 — y) d* y + (?— 2) 
<p s — (da?* + <fy* + ^2*) = 0 . . . (2). Deze as, in het normaal- 
vlak der kromme gelegen, snijdt de normaal van het opper- 
vlak, waarvan de vergelijkingen zijn (1), N°. 266: (£— x) -f 
+p(?— 2)=0, y + ?(?— z) = 0...(3). Deze geven 
=— p 2), 17— y 2); waaruit naar (1) d,z=2 > <Z:c + 
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+ qdy. . . (3*), de reeds bekende betrekking; verder naar (2) 

?— s= — — —r-i maar door bet differentiëren van 

a* z — par x—qd J y 

(3') komt er d l z=zpd % x + qd x y + rdx % + tdy* + 2sdxdy, 

ds* 

dus wordt ?— waa r J*T dezelfde is als in 
(5") N°. 269. Hiermede geven (3) £ - x = 

'-'-ig •« 

De lengte der normaal tot aan haar snijpunt met de as van 
het krommingsvlak zij iV, dan is N* = (£— x)* + (7— y) % + 

+ (?-^) l = — JT^-(~) i ...(5). (Uit (9), No. 269 blijkt 

dat N=q is). Indien nu 9 de hoek is tusschen die normaal 
aan het oppervlak en den kromtestraal % q van de kromme, 

zoo is ^=iVco«. 9= — + ? ) ^ ^ ^ " " ' ' ^ 



Voor fl = 0 komt er voor de normaaldoorsnede de q uit (9), N°. 269 te- 
rug. Voor eene schuinsche doorsnede heeft men das de q voor ecne nor- 
maaldoorsnede, die dezelfde raaklijn heeft, met cos.tp te vermenigvuldigen 
om x q te verkrijgen. 

271. Uit de waarde van q in (9), N°. 269 blijkt, dat die krom- 

d d 
testraal eene functie is van , en naar (5) , N d . 269 is = 

dx dx 

= _A + p(Ap + S q ) = A(H.p)+3 Pq ^ 

B + q(Ap + Bq) Apq + B{\+q) w ' 

van — . Om het maximum der kromming te vinden moet men 
A 

dus <,= !±£±&±l»!V(l +p. +9 '). . . (2) naar diffe- 
rentieren, dat is g = ^l^^ [(,+ ^ +<l -, 

0>? + - {(i +y 1 +CP+SY) 1 } = o,...(3) 

of, na ontwikkeling van de grootheid tusschen de haakjes, 
0 = | pqr-(ï +j>>)«| + | (1 + 9 ») r-(l +j>«) t|jr' 3 ')« 
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— PQt\ Y* + ....(4). Het blijkt dus, dat er twee maxima 
van q zijn voor twee waarden van y\ waaruit weder twee waar- 
den van ^ volgen naar (1) , ^zzz .}* ...(5); behoo- 
rd A (l+q)y'—pq 

rende bij twee hoofddoorsneden (sections principales). 

Ten einde dit nader te onderzoeken, neme men het raak- 
vlak in (x t y t z) voor een nieuw tfy-vlak; dan is a?=t/=<e=0, 
f standvastig en het vlak heeft dus tot vergelijking + 29=0; 
dat is men heeft />=0, ^ = 0... (5*). Zij de vergelijking van 
den doorgang der hoofddoorsnede met dit a?y«vlak: y=xtga; 
zoo is y* — tga en wordt (2) 

- = — = rcos. 1 a + 2 8 sm. acos. a + *sm.* a. 

Differentieer deze nu naar a, zoo moet voor een maximum 
d 1 

- - = 2ft— r)«w.acoa.« + 2«c<w. 2a=0zijn, dat is *an#. 2 a= 
aa (> 

= iL...(6); of ook^. 1 «+— ^.a-l=z0...(6'). Voor 
f — t s 

l f 

de beide wortels a, en a x geeft deze laatste tg, a x + ty. « 4 = , 

^.«i *ty.a, = — 1 of cos. («j — a,) =0 . . . (7), dat is 
a, — a,=± J 7T, zoo als ook uit (6) volgt; de beide hoofddoor- 
sneden staan dus loodregt op elkander. Beide wortels fy.a=J- 

L S 

[r— t±\/ {(r—ty+As 1 )] z y n ^ijd bestaanbaar. — Om nu 

te bepalen of er werkelijk een maximum (of minimum) is, 

d* 1 1 

heeft men — r . - = 2 r) co*. 2«— 4«atn. 2 «= W/t. 2« 

da* ? v ' -r 

|4# l -{- (r — t) 1 ( ; het maximum van kromming heeft dus plaats , 

als #>ü is, voor a^OO 0 ; dan behoort bij a $ de kleinste 

kromming; het omgekeerde als *>0. 

272. Om de waarden van q x en ^ te bepalen, die bij a x en «, be- 
hooren, moet men y' uit (2) en (3), N°. 271 elimineren; deze 
worden voor e:v/(l+i>* + 5*) = *, A(r+2*y' + iy' 1 )=rl+y /1 + 

+ (P + *y)* ^ {lr-(l+p»)}+25'(lt- M )+y»U«- 

- (1 + ? »)} = 0 . . . (1), (r+ 2/ ƒ -r*y' ») + (1 + ? 5 )y') = 
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^ + ^^^f;?i * r e ' , door de - 

wordt (1) ' ( +? ;i y • • • (2) , en hiemè 

•m. Mm fa. di, ook ^«.„^ Vo . „, r| -»' 

nagaan, volgen. (9), N°. 269 moei 

voorwaarde,,. , s) .„, t ,'«• Er '«"Mn daarbij echter nr« 
«" (■) »i« voorkom, , + : L * " ° a eltoi »"*« van co,., r>i) , 
gen W « (8-) differentiereade P «L , ? """ dM ' *** '«S» 1 »*» 

+ CM , . _ »W«««.(r,y) +pq (cos.(T,x)dcos.( T ,y) + 

'l**y)dcos. (TtX)] =o,waaraitvo]gt^!iy) = ^ ! ^H : *co,.( r , y , 

^ - de hoUd^eiei. " ^ *" de **« ^ 

Om te bewij zen , dat deze loodregt od elkan*,, ♦ 
ken voor de één, , , voor d f ^ 6taan ' *>«• men de W 

+ co * *«.♦«.*!. dan moetco,. 9 

"■•'«-'"•••i + dus (i + „ t , ^9 

^. V + co,^J = 0. Sabstitueertmenmt(4j^ coa ^j = _ (1 y , 

• v > (1 +pi)s-_ pq ~ , zoo wordtde vorige identiek nuJ. 

SehrUf nu W .,d„ s , (T ^^i±l^ll.lL_ _ + ,0,,. „ 
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= y...(5). Vermenigvuldig teller en noemer der eerste breuk met cos.(r t x) t 
die der tweede met cos. (r,y); tel de beide tellers, en de beide noemers op, 
Y rc<w.* (t, x) + 2 s cos. (t, ar) cos. (t, y) + t co*. 1 

^) (DM r(l)«n(S«). Daarmede geeft ( 5)r + ,— X = X (_) 

cos. fr,v) rdxX* 
ofnaeliminatieyan^-|j,(l+p*+a»)^(^) - {(1 + + (l+a») 

Crf*V /<**\* t 

j;) +(rf — «*) = 0; dat is, daar = " 

1^(1 + de (3), N°. 272. 

274. Ten einde de overige normaaldoorsneden met deze twee hoofd- 
doorsneden te vergelijken , neme men deze beiden met het raak- 
vlak als drie onderling regthoekige coördinaten-vlakken aan. 
Dan wordt een der hoeken a, en a, gelijk nul, de andere 

\n\ daaruit volgt voor (7), N°. 271: *— =tg. 0 + tg. ±7t=<x> t 

s 

dus # = 0. Omdat nu ook p=0=g is (zie (5'), N°. 271), 
wordt (9), N°. 269 p= — Wanneer < de hoek 

is, dien de normaaldoorsnede met de hoofddoorsnede 

(a = 0) maakt , is ^ = tg. ê , en dus -=r cos.* 0 + 1 «m.» 0 , 

d x o 

1 1 

waaruit voor 0=0 en 0=1 w volgt — =r, — derhalve 

Qt Qi 

-z= — cos.* 0 -f- — sin. 1 ê . . . (1). Noemt men voor eene twee- 
Q Qt Qt 

de normaaldoorsnede, loodregt op die, waarvoor o geldt, den 

kromtestraal o', zoo is—, = — «V0-I- -i cos. 1 0, dus - -f- — = 

Q Qi Qt Q Q' 

= -+- (2). 

Qi Qt 

275. Aan de vergelijking (1), N°. 272 wordt identiek voldaan, 
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dat is zij bestaat voor alle waarden van y\ als iiE- 

3 r * 

=——-,..(1) is; deze geven achtervolgens ^ H 1- *"? 

G±gDg+£l~« , l±^i±i! = '_£r^, É en hiermede 
wordt (3), N°. 272 

0 = (r ( -#•) e ' - {r^f + jP?r_2p ?i } Pl / (1 +/»» + ?') + 

+ ^4'?«(i+i' , +5 , )=(^-* , ){e , -^?^(i+i> 1 +9')+ 

+ ^~- (l+/>* +?'))» die de twee gelijke wortels q 1 =zq 1 zzz^ 

V(l +/>* + $*) heeft. Naar (l), N°. 274 volgt -=-l(co#.^ 

-f#in.'0), Q=Q t ; dat is alle q zijn gelijk, zoo als ook naar 
de onderstelling te verwachten was. Zulk een punt heet 
Navelpunt (orabilic, Kreispunkt). 

Laten de voorwaarden (1) zich tot eene enkele vergelijking 
herleiden, zoo ontstaat er eene kromme lijn, die alle navel- 
punten bevat , eene lijn der bolvormige krommingen (courbe des 
courbures sphériques). 
276. Hebben g t en Q t hetzelfde teeken, zoo is dit naar (1), N°. 
274 ook het teeken van q; maar dezelfde vergelijking leert, 
dat Qj naar de waarde van 0, positief of negatief kan zijn, 
als Q t en Q t van teeken verschillen. De oppervlakken der eerste 
soort heeten hol-hoUe (concavo-concave) ; die der tweede bol- 
hoüe (convexo-concave). 

Dit volgt ook uit den vorm des noemers van q (zie (1), 

N°, 273), dien men dus kan schrijven cos.* fax) \r+2* °*' f r ' y | + 

J co#.(t,s) 

+ 1 fi^ljlh'l- Die «*■»« verandert dus niet van tee- 
Leo/. (t,*)J > 

ken, zoolang <r$ is; er is zulke verandering, als s^rt 
is. Wanneer eindelijk zmrt is, dat is bij de ontwikkelbare 
oppervlakken, verandert het teeken niet, want die noemer 

wordt juist 4i/r + i/t ; ' y ; 1 ; maar deze wordt nnl, als 

V C08.(T t x)f 
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—jSllJ!Ïz=ïzr.i/-=zn:-, dat is voor de beschrijvende lijn; 
cos. (t, x) t * 

alsdan wordt (>=oo. Hier heeft men dns met eene derde soort 
te doen (zie nader N°. 280). 
277. Onder kromtelijnen verstaat men de plaats dier punten op eenig 
gebogen oppervlak, waarvoor de opvolgende normalen elkan- 
der snijden. De vergelijkingen der normaal (1), N°. 266, kan 
men dus schrijven : +/>(?— z) =0, ^— y + s)=0..(l) 
Voor de naastbijgelegen normaal moet dus, omdat zij elkan- 
der snijden , de differentiaal gelden : — (d x \p d z) \ (f— z) dpz=0, 

— (dy + q dz) -f (£— *) dq == 0, waaruit f — z = = 

= qdz ^ ^ ^ aar £ g=: p fi x ^ qdy t dp=zrdx + *dy, 
dq 

dg:=,<^ y is,?- g =ü^ 

rdx + sdy tdy + *dx 

waaruit volgt {(H-/> s ) *-pqr) -h {(1 +p x ) t-(l + 
^- {(l+^)«-i>?<) (^f)^ 0 ---^). Deze ê eeft twee 

waarden voor geldende voor twee stelsels van kromtelij- 

dX 

nen. Als men toch deze (3j vergelijkt met (4), N°. 273, 
dan blijkt het, dat de kromtelijnen en de hoofddoorsneden voor 
hetzelfde punt (x, y, z) dezelfde raaklijnen hebben; dat dus 
beide kromtelijnen loodregt op elkander staan ; dit laatste blijkt 
trouwens ook door dezelfde redenering als in N°. 271. — De 
kromtelijnen hebben dns de hoofddoorsneden tot raaklijnen , en 
vormen twee stelsels van kromme lijnen, die loodregt op elkan- 
der staan: zulke heeten orthogonale kromme lijnen, 

d v 

Wanneer men omgekeerd uit (2) de elimineert, komt er 

dx 

(rt-s>) (Z-*)* + {2pq8-(l+p>)t-(l+q*)r} (Z-z) + 
-j-(l-|_P*H-^ 1 )=0 . . . (4). Vergelijkt men deze met (3), 
No. 272, zoo blijkt, dat (£-*) {/(l+p* +q*) gelijk is aan 
de Q t en Q t der hoofddoorsneden; de eerste vorm is de waar- 
de van de normaal der kromtelijn (vergelijk (3), N°. 266). 
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Daaruit volgt, dat de normalen der kromtelijnen elkander snij- 
den in de kromtemiddelpunten der hoofddoorsneden ; en verder, 
dat deze hoofdnormalen een ontwikkelbaar oppervlak vormen. 
Zulk een oppervlak bestaat er dus voor elk van de beide stel- 
sels kromtelijnen. 
♦278. De vergelijking (4), N°. 277 is eene differentiaal-vergelijking; hare oplos* 
sing behoort das te huis in de Integraalrekening. Slechts in enkele gevallen 
is de regtstreeksche bepaling dier kromtelijnen mogelijk. 

Bij de omwentelingsoppervlakken zijn het de middaglijnen en de parallel* 
cirkels. 

Bij de ontwikkelbare oppervlakken zijn de regte beschrijvende lijnen het 
eene stelsel. 

Bij de cylinders ztfn de regte doorsneden (loodreg* op de as) het eene 
stelsel. 

B'ü de kegels zijn het eene stelsel de doorsneden met bollen , uit den top 
beschreven. 

279. In overeenstemming met N°. 204 kan nu de kromming van 
een gebogen oppervlak aldus worden bepaald. 

Beschrijf een bol met den straal 1 , en noem die punten van 
het oppervlak en van dien bol overeenkomstige , waarbij de 
normalen evenwijdig loopen; dan wordt de geheele kromming 
van een gedeelte van het gebogen oppervlak voorgesteld door 
den vlakken inhoud van het overeenkomstige gedeelte van 
het oppervlak van dien bol; de gemiddelde kromming daarvoor 
is dan de verhouding tusschen beide overeenkomstige figuren; 
de kromming in een punt is de gemiddelde kromming voor 
een oneindig klein gedeelte van het gebogen oppervlak. 

* Om deze laatste te vinden , neme men voor dit oneindig kleine gedeelte 
twee paren opeenvolgende kromtelijnen uit beide stelsels; deze vormen een 

du dv 

regthoekje du.dv, waarmede op den bol een regthoekje — . — overeen- 
komt, waarbij bij het stelsel «, ? 3 bij het stelsel v der kromtelijnen be- 
hoort. De verhouding dus, die hier gezocht wordt, is — — , dat is naar (4), 
rt — s J 

N°. 272, = fl , , , rrr. Volgens N°. 276 is dan die kromming bij hol- 

holle oppervlakken, waar rt>*>, positief; bij bol-holle oppervlakken ö 
rt<*t , dus die kromming negatief; als rx = s* is, wordt zy nul. 
•280. Wanneer men in een punt van een gebogen oppervlak een raakvlak aan- 
brengt, en dan het oppervlak snijdt door een vlak, dat op oneindig kleinen 
afstand aan dit raakvlak evenwijdig wordt getrokken, *x> verkrijgt men voor 
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de doorsnede met het oppervlak eene kromme lijn , die de aanwijzende kromme 
(indicatrice) beet. — Neem de normaal voor s-as, en het raakvlak voor xy 
vlak, en zij de vergelijking van het gebogen oppervlak aldus gegeven 
z =/"(*, y)....(l). Het vlak, evenwijdig aan het raakvlak getrokken, heeft 
tot vergelijking z = l, de aanwijzende kromme l—/(x, y) , . . (2). Naar het 
theorema van Maclanrin vindt men dan 

* =/(o, o) + [^] o x + G9 t »+ [£Q t i - + [SI" + 

+ .ïy* + f ♦ waar * de termen *»n hoogere orde bevat, en das 

naar N°. 142 moet weggelaten worden, zoolang de voorgaande niet nnl wor- 
den. Omdat het oppervlak door den oorsprong gaat , is J (0 , 0) = 0 ; omdat 

het xy-vlak raakvlak is, heeft men =0, =0 > dus 

'= [sO.j **+ l£éj t **+ ïSpl*»' Con8tn,eert 

men eene gelijkvormige kromme lijn met de coördinaten ï=ai, ^=ay, 

«oo word. 2a» (= § £ » + [£jfj 0 2 5 ' + [£0 • • • <»'> 

Laat nu / afnemen en a toenemen , zoodat £ en 17 eindige waarden verkrij- 
gen, en zoo dat tevens 2a£Z eene eindige grenswaarde 6 hebbe, dan stelt 

» =fë]„ ï ' + [^j. is *+ g?].''^* +*'**+'»* • 

eene eindige kromme lijn voor , gelijkvormig aan de aanwijzende kromme ; 
zij is altijd eene kegelsnede. — Is <r<, zoo is de aanwijzende kromme 
eene ellips, en voor negatieve /, dns ook 6<0, wordt zij onbestaanbaar; 
het oppervlak blijft aan eene zijde van het raakvlak, behoort tot de hol- 
holle. Is s* > rt, zoo is de aanwijzende kromme eene hyperbool; voor 
negatieve l, dus 6<0, wordt deze door de toegevoegde hyperbool vervangen, 
en blijft dns bestaanbaar; het oppervlak breidt zich ter wederzijde van het 
raakvlak uit, behoort tot de bol- holle. Is s*=rf, zoo is de aanwijzer 
eene parabool, maar gaat dan over in een paar evenwijdige lijnen; de eene 



1 

kromming — wordt dan nul. 

ei 

281. Toepassingen. Men zoeke 

de vergelijking Tan het raakvlak ; 

B, die van de normaal; 

C, die van eene normaaldoorsnede ; 
2), die van de hoofddoorsnede ; 

E, die der aanwijzende kromme; 

F, de differentiaal-vergelijking van de kromtelijnen der bei- 
de stelsels; 

12 
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N af N 3 , N, de lengte der normaal tot aan het yz-, xz- en 
a?y-vlak; 

Q t den kromtestraal voor eene normaaldoorsnede ; 
Q t en Q t9 die der hoofddoorsneden ; 
cos. (t t x) t cos. (t, y) , co#. (r, *r) voor de hoofddoorsneden ; 
voor de volgende gebogen oppervlakken. 

1. Bol, x x +y % + z l =a % . 

2. Ellipsoide, * + i = 1. 

a» 6 S c 1 

x % v* 

3. Hyperboloide met één blad, — +^ T =— +1. 

ar 1 w* s 1 

4. Hyperboloide met twee bladen , — + | r= =l-_l. 

a?' V 1 2« 

5. Elliptische paroboloide , — + ^ = -~. 

6. Hyperbolische paraboloide , ^- — ~. 

7. Cirkelvormig kegelvlak, a s (s* -f-y 1 )=&' (a— z)\ 

8. Horizontaal schroefvlak , z = 2fy tg. ^. 

9. Afwikkelbaar schroefvlak, x sin. I |/(j?*-f-y* — o 1 ) | -f- 

+yco*. {^-V(*>+y>-o'))=a. 

10. Golvenoppervlak,f — (a*+i , +c , )J (a , * , +*V+ 
+ c***) + o* oj 1 + 0 V + c* s 1 + a* b> c' = 0. 

11. Door de omwenteling eener Lemniscate om hare grooteas, 
en om die, welke door het middelpunt loodregt op deze 
groote as getrokken wordt, ontstaan de oppervlakken 

(*H| , +i , ) , =a , (* , -|lW), (*Hy 1 4* s ) , =a 1 (* , -y»+* 1 .) 

12. Cylindervlakken, y—bz = f(x — az). (Daaruit p 0+96=1.) 

13. Kegel vlakken , - — - = ƒ . (Daaruit z—c =p (x — a) -f- 

14. Omwentelings-oppervlakken, (#— a) 1 -f (y — o) 1 + (s— c)* = 
=/(«*+ 6y + «). (Daaruit />y — ga? = 0.) 
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15. Conoiden, fOL — zr z. (Daaruit?-^-— -4-^ = 0.) 

\x — az/ x — az q 

16. Regte conoiden, zz=zf(¥y (Daaruit px+qy = 0.) 

17. Scheeve oppervlakken f yz=zxf(z)+f x (z). (Daaruit 
5* r — 2pqs +p % t = 0.) 

In § 29 zullen de differentiaal-vergelijkingen voor de opper- 
vlakken 12 tot 17 worden afgeleid. 

§ 28. Omhullende oppervlakken. — Karakte- 
ristieke kromme. 

282. Even als vroeger § 20 omhullende lijnen voorkwamen, kan 
men hier nagaan of er omhullende oppervlakken zullen zijn, bij 
verandering van een of meer parameters in de vergelijking van 
een gebogen oppervlak. 

Zij vooreerst gegeven zulke vergelijking met een parameter 
/ (#> y » c) = 0 . . . (1) , dan zal men ook hier het omhullende 
oppervlak moeten vinden door het elimineren van c uit (1) 

en hare differentiaal * f { * *' c) = 0 . . . (2). De opeenvol- 

gende omhulde oppervlakken snijden elkander volgens zekere 
kromme lijnen, en, wegens de wijze van ontstaan, zullen deze 
alle gelegen zijn op het omhullend oppervlak, dat de oor- 
spronkelijke oppervlakken weder volgens die kromme lijnen 
zal aanraken. Laat toch (2) geven czzzzy (#, y, z) t zoo wordt 
(1) ƒ (r, y, z, cp) z=z 0. . . (1*). Het raakvlak aan dit omhul- 
lend oppervlak wordt gevonden uit de vergelijkingen 

dar ïz dx + <*<plda? ïz dx) 1 iïz dy d^ldy 

■f — ? i = 0 ... (3) ; en dat aan de omhulde oppervlakken 
o z dy) 

op dezelfde wijze uit ^ 4~ =0 » ^ + ^ ~=0... (4). 

r J vz dx oy öz dy v ' 

Maar wegens (2) wordt ^ identiek nul ; derhalve worden de 

vergelijkingen (3) dezelfde als (4) en leveren dus dezelfde 

12 * 
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waarde voor — ; derhalve vallen de raakvlakken te za- 
dx dy 

men. Dit bewijs onderstelt, dat de twee opeenvolgende om- 
hulde oppervlakken het punt (ar, y, z) gemeen hebben, dus 
dat zij elkander snijden. 
283. Wanneer in de vergelijking van het oorspronkelijke gebogen 
oppervlak een tweede parameter e voorkomt, ƒ (x t y t z t c, e) 
= 0..(1) , waarbij e als functie van c gegeven is, q> (c t e) = 0..(2), 
dan bestaat hier, even als N°. 218 de voorwaarde 

— ^ — ^ ^ = 0 . . . (3) , die nu voldoende is om e en e 
cc c e o e cc 

uit (1) en (2) te elimineren. 

Komen er drie parameters c , e , g , voor , f[x t y t z t c t e t g) 

= 0...(4), en zijn e en g als functien van c gegeven, 

<j> (c, e, g) = 0 , <p, (c,é,^)=0... (5) , zoo heeft men weder, 

door (4) en (5) naar cte differentiëren, V *f. + V ^=0, 
v cc ce dc eg de 

cc "o e dc cg dc" ^ ' d c de d c og dc' 

waaruit door eliminatie van ^ en ^ volgt 

dc e 

dclBe <*<jr dc; dei dcldc/ dc dc d<jri 
+ 2*. _ 0 ...(6), die nu, met (5) verben- 

ógidc de de cc ) w 

den, dienen moet om c, e en ^ uit (1) te elimineren. 

In beide gevallen blijft de eigenschap van N°. 282 bestaan, 
dat het omhullende oppervlak ieder der omhulde oppervlakken 
volgens eene kromme lijn zal aanraken. Deze kromme zal 
men vinden door b. v. in het eerste geval uit (2) op te lossen 
e = t 9 (c) . . . (2*) , waardoor dan (1) zal worden / 1 x t y, z, c, t <p (c) j 

J> / d f 

=0...(1'); differentieert men deze naar c, zoo is ~-hc-^ 
v ' ' dc c t <p 

y(c)=0... (3*). Uit (1*) en (3') kan men nu voor elke c 
de doorsnijdingskromme bepalen, en deze is dezelfde als de ge- 
zochte. Bij anderen vorm van t q> zal er eene andere soort 
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van omhullend oppervlak ontstaan, terwijl de omhulde opper- 
vlakken niet van soort veranderen, zoolang / dezelfde blijft. 
De vermelde kromme lijn blijft in dat geval ook van dezelfde 
soort, en heet daarom hier de karakteristieke kromme van het 
omhullend oppervlak. 

284. Men kan echter ook een ander geval stellen, dat namelijk bij 
een oppervlak f{x,y y z, c, é) = 0... (1), de parameters cene 
niet van . elkander af hangen. Men kan dan eerst c tot c -f- d 
laten veranderen, en verkrijgt alzoo f(x, y, z f e)zz:0, 

dus ook Gr/Jl!ili±I±hJ!t=£^L' *< e > *>=g/=0.. (2). 

d dc w 

Laat men ook e tot e + f veranderen, zoo komt er evenzoo 

|^=0... (3). In het algemeen snijden de drie oppervlakken 

(1), (2), (3) elkander in één punt, en dit zal dan tevens het 
punt zijn, waarin het omhullend oppervlak, dat door het 
elimineren van c en e uit (1), (2), (3) ontstaat, de omhulde 
oppervlakken aanraakt. Indien toch (2) en (3) geven c = <p (x t y,z), 

zoo wordt (l)/{x t y t z i (p{x,y f z) t (f l (x,yz) ) =0..(1') 
de gezochte vergelijking van het omhullend oppervlak. De 
d z dz 

waarden — , — voor de vergelijking van het raakvlak aan dit 
dx dy 

laatste , in het punt (x t y,z), worden gevonden uit de vergelijkingen 

Tx+ïz ^V** dz/^*<p i \*x" f ' *z ei*/ ' 

ty^tz dy^tqXty *z dy) + a» 1 Uy t *z dyj ' %K ' 
en voor het raakvlak aan het oorspronkelijk oppervlak uit de 

volgende i/+^lf = 0, £ = 0... (6). Maar 

6 dz dx *y dz dy 

* f c> f 

daar naar (2) en (3) ^ en identiek nul zijn , geven de ver- 
gelijkingen (5) en (6) wederom hetzelfde raakvlak; het punt 
dat naar (2) en (3) aan de drie opeenvolgende op- 
pervlakken gemeen is, ligt dus in het omhullend oppervlak; 
het raakvlak is in dit punt voor hen hetzelfde. 
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285. Laat nog het geval voorkomen dat bij een oppervlak 
ƒ , y , z* c , e t g) = 0 . . . (1) de parameter g afhangt van c en e 
tevens, g>(c, e t ^r) = 0 . . . (2), dan is even als boven N°. 283 

d J+l£ ^?=r0, -^ = 0 + ^£ = 0 

dc dg dc ' de dg de * dc dgr dc ' 

+ ^ = 0; of door het elimineren van % % 
de dg de dc de 

TcJj-TgTc- 0 ' Te Ïj-T e ij- 0 -"®' dle nu ,n 
verband met (2) kunnen dienen om c, e y g uit (1) te elimi- 
neren; ook hier raakt het omhullend oppervlak de omhulde 
oppervlakken in enkele punten. 

§ 29. Over eenige famiiien van gebogen oppervlakken. 

286. Naar hetgeen in N°. 114 — 117 ontwikkeld werd, is men in 
staat het karakter van enkele famiiien van gebogen opper- 
vlakken door eene functionele, zoowel als door eene differen- 
tiaal-vergelijking uit te drukken. Stel daartoe kortheidshalve 

, dz dz d*z . d*z d'-z 

weder s — ==p, ^-=q, 5— =r, -—--=*, -_=:*. 

dx r dij dx 1 'dxdy dy* 

De cylindri8che oppervlakken worden beschreven door eene 
regte lijn, die steeds aan eene gegeven regte evenwijdig blijft. 
De beschrijvende lijn hebbe tot vergelijking 

j?=az + a, yz=a 1( s-h|J, (1) 

dan moeten wegens de voorwaarde a en a, standvastig zijn, 
en a en ( 5 wei veranderlijk wezen, doch zoo, dat zij aan 
eene zekere betrekking zijn gebonden: anders toch zoude de 
lijn geheel willekeurig zijn; dus is b. v. jj=:<p (a) . . . (2). Deze 
qp is willekeurig en verandert met ieder bijzonder oppervlak. 
Substitueert men (2) in (1) zoo wordt y — 0,2=9 (ar— az) t ...(3) 
de vergelijking der cylindrische oppervlakken. 

Wil men echter de <p elimineren , zoo moet men (3) naar 
x en y differentiëren , dat is — a v p = (1 — ap) y (x — az) , 
l — a t q~ — aqq>' (x — ar), of na eliminatie van q>' (x — az) t 
ap-\ r a l q = 1 ... (4), de differentiaalvergelijking van alle cy- 
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lindrische oppervlakken: zij zegt, dat het raakvlak evenwijdig 
is aan de gegeven lijn. 

Wil men ook a en a x elimineren, zoo differentiere men (4) 
ten opzigte van x en y, dan is ar + a t s=0, a« + a, *=0, 

dus s' — rf = 0 (5), na eliminatie van — ; deze vergelijking 

zal echter later blijken, niet alleen tot deze oppervlakken te 
behooren. 

287. De kegelvormige oppervlakken worden beschreven door eene 
regte lijn, die steeds door een gegeven punt (a, 6, c) gaat. 
Zij de vergelijking dezer beschrijvende lijn x — a=a(-2r—c), 
y — b~p(z — c)...(l); om dezelfde reden als boven moet er 
ook hier eene betrekking bestaan tusschen « en jï, dat is 
|? =:qp («)... (2) , anders werd de beschrijvende lijn geheel wille- 
keurig. Deze (2) wordt door (1) = y (j—^) • • • (3) » de 
eindige vergelijking der kegeloppervlakken. Differentieer deze 

naar x en y, zoo wordt— - r-r- — -r <j> f ), 

J (z—c) x (z—c) \z—c/' 



z — c*-(y-b)q__ — {x—a)q,sx—a 



of na eliminatie van 



(r — c) 1 (z— c) 

qp' f ), daar z — c niet nul is , z— c = (ar— a)p+(y—b) q, . .(4) 

de differentiaalvergelijking der kegeloppervlakken, zonder de q>; 
zij zegt, dat de raakvlakken alle door het punt (a, 6, c) gaan. 
Om nog deze (a f b,c) te elimineren, differentiere men (4) naar 
x en y , dan is jo=/?+ (ar— a)r+(y— , 9= (a? — a )*-h^-i- (y — ^) < , 

waaruit weder, door eliminatie van s % — r t = 0 , . . . (5) 

y — b 

dezelfde als N°. 286. 
288. Conoidische oppervlakken ontstaan, als eene beschrijvende 
regte lijn, die evenwijdig blijft aan een gegeven vlak, 
tevens eene gegeven lijn snijdt. Neem het gegeven vlak voor 
ary-vlak, en zij dan de gegeven lijn xz=az f yzzza x z. Wan- 
neer nu de vergelijking der beschrijvende lijn is 2 = cc, 
yz=z§x + y. ..(!"), dan moet , opdat deze de gegeven lijn snijde, 
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a 1 «=a«jj+y zijn , en na wordt(l ')*==«, y— aa)|J..(l) 
Opdat deze lijn (1), waaruit reeds de / verdreven is, eene 
bepaalde worde, moet er weder eene betrekking bestaan tus- 
schen a en |} t dat is a z= 9 (£) . • . (2) , en hierdoor geeft (1) 

z = q> ( y~ axZ \ ... (3) voor de eindige vergelijking der conoi- 

\ X — CLZ / 

den. Om hare differentiaal- vergelijking te verkrijgen, diffe- 
rentiere men (3) weder naar x en y, zoo wordt 

(*-a*)» 9 U-a J' 

^Z^)^tz9j) , (V^lï^ , dus na eliminatie 

van (d?— a^H-(y-a I 0)^ = O (4) 

De differentiaal- vergelijking, na eliminatie van aena,, zou- 
de hier vrij zamengesteld worden, en nog derde gedeeltelijke 
differentialen van z bevatten. Neemt men echter aan, dat de 
gegeven lijn de *-as zij, zoo wordt a=zO — a lt en men heeft 

dan eenvoudiger z = 9 (t. ^ ,. . . (3 # ), p x + q y = 0 . . . (4*), voor 

de overeenkomstige vergelijkingen der regte conoiden. 
289. Omwenteling 8- oppervlakhen worden beschreven door eene regte of 
kromme lijn, die aan eene vaste as onveranderlijk verbon- 
den is en daarom ronddraait, zoodat ieder punt der kromme 

» 

een cirkel beschrijft, waarvan het vlak loodregt op die as 
staat. Zij de vergelijking der as x=zaz + b 9 yz=ia ï z-\-b x9 
zoo is die van het cirkelvlak aa7 + a,y + ^ = a, terwijl 
(x — by -h (y — b x y +2* = 0 l . . . (1) de vergelijking is van 
een bol , waarvan het middelpunt (6, 6, , 0) op de as gelegen 
is. Beide vergelijkingen (1) stellen dus te zamen den cirkel 
zei ven voor, maar nu moet, om dien cirkel te bepalen , natuur- 
lijk (2) zijn; zoodat (1) en (2) geven — + 
+ = <p(ax+a i y +*) • • • (3) als vergelijking der 
omwentelings-oppervlakken. Differentieert men deze naar x 
en y, zoo is 2 (ar— b) + 2zp = (a+p) 9' (a#-ha, y-r-*) ♦ 
2 (y — &,) +2zq= («1 + ^) qp' {<*x-\-a x y + z) ; dus wordt, na 
eliminatie van <j/ (ax + a t y +z) , de differentiaal- vergelijking 
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van die oppervlakken (x — b) (a, 4- q) — (y — b t ) (a +p) -h 
+ (a l p — aq)zz=0. . . (4). 

De eliminatie van a,a l% b,b if zoude hier tot eene zeer omslag- 
tige vergelijking voeren, die tot vijfde gedeeltelijke differentiaal- 
quotiënten van z zoude bevatten. Neemt men echter de vaste 
as voor *-as, zoo wordt arrOirza, r=5=6 1 , en dus de ver- 
gelijkingen x"- -ft/ 1 + =qp (^.ofookwela? 1 -Hy*=qp 1 (*),.. (3*) 
gar— pyz=0 . . . (4*). 

290. Sckeeve oppervlakken met een rigtvldk worden gevormd, als 
eene regte beschrijvende lijn evenwijdig blijft aan een gegeven 
vlak. Neem dit rigtvlak tot xy-vlak, en zij dan de 
vergelijking der beschrijvende lijn y = aa?-r*|J, z=zy,...(\) 
zoo moet er wederom noodzakelijk eenig verband bestaan tus* 
schen a, (t en y, dat is a = i/>(/), |* = xM'«»(2)> en nu 
wordt ( I ) y = x y (z) + 1 (*) . . . (3). Differentieer deze naar x 
eny, zoo wordt 0 = xp {%) +p{xy' (*)+/(*)) » 1 = q {x\j)'(z)+ 
+ Z (*) ) * dat ls » na eliminatie van x y\z) + %(z) , 0 = qy(z)+p , 

of wat immers hetzelfde zegt, ? =9 (xr) . . . (3*), evenzeer als (3) 

eene functionele vergelijking dezer scheeve oppervlakken. Ten 
einde hun zuivere differentiaal- vergelijking te vinden, diffèren- 

tiere men (3 # ) naar x en y, zoo wordt qr ~P 8 =p<p' (g), 

t~il =zq^ of na deeling, |^JL*=|, dat is 

q % r — ïpqs+p* t = 0 . . . (4). 

291. Oppervlakken, beschreven door eene regte lijn, die eene 
gegeven lijn snijdt Neemt men deze gegeven lijn voor 
de a-as, en zij de vergelijking der beschrijvende lijn 
s = a#-f-!?, y = ya;...(l), zoo moet er weder eene 
betrekking bestaan tusschen cc, §, en y, dat is a = <p(y), 

p = %i>(y),..(2) waardoor nu (1) geeft: % = x<p + y C*)"^ 
als eindige vergelijking dezer oppervlakken; de differentiaal- 
vergelijking vindt men weder door het differentiëren naar x 
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q = ^ | x tp' (V^ 4- y' J , waaruit men wel x <p' + y' fë^ 

kan elimineren , maar toch in de uitkomst px +qy =sy/y..(3 # ) 
nog een functieteeken behoudt; differentieer dus nog eens 

naar x en y, zoo wordt r-q L + 8 ï=z^ 

* + + *^ = -g>'/'- > \, dus na deeling . üf— T Tff ^ f 8 — — y t 

dat is ra?' 4-2«J?y-H^y 1 =0. . . (4). 
292. Ontwikkelbare oppervlakken zijn omhullende oppervlakken 
van een plat vlak, waarvan de beweging zoodanig is, dat 
in zijne vergelijking slechts een willekeurige parameter voor- 
komt. Zij dus dit platte vlak 2=xy(u) V( a ) + Z (») ♦••(2) 
zoo bepaalt deze met haar differentiaal ten opzigte van «, 
0 = a?g/(«)+y i /( a )+X / ( a ) ... (1*) de vergelijking der ont- 
wikkelbare oppervlakken. Differentieer (1) Daar x en y t zoo 

wordt, omdat de coëfficiënten van ^ en van ^ naar (1*) 

dx dy 

beide nul zijn , p=<jp(a) , </= y (a) , waaruit volgt p=zf(q) ... (2) 
Differentieer deze naar £ en y t zoo is r=8/'(q) t azzztf (q), 

dus na deeling - = -, of «* — r £ m 0 . . . (3) de differentiaal» 

vergelijking der ontwikkelbare oppervlakken; men ziet dus 
hier de beteekenis der vergelijking (5) in N°. 286 en 287. 
Eegelopperclakken zijn omhullende oppervlakken van eene 
regte lijn, die altijd eene andere regte lijn snijdt; de be- 
schrijvende regte lijn moet van een enkelen willekeurigen para- 
meter afhangen. Zij hare vergelijking zzzz x<p (a) +<Pj (a) , 
y z=xy (a) -h y ! («) . . . (1) , en de differentiaal van deze ten 
opzigte van a, 0=zx<p(a) +q>\ (a), 0z=xy'(a) + y' t («)••• (2) , 
zoo bepalen deze vier vergelijkingen het regeloppervlak. Diffe- 
rentieert men (1), zoo worden de coëfficiënten van da, naar 
(2), gelijk nul; dus is dz — y («) dx 9 dy — x^ajdx; of, omdat 
dz=pdx + qdy is, q> (a)=:p + qx(a) ... (3) voor de gezochte 
vergelijking. Differentieer deze weder, zoo wordt, omdat zij 
ook geeft 9' («) = qy' (a) . . . (2) , de coëfficiënt van da nul, 
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en er komt 0=cJp + tp(a)dq—{rdx~^-8dy) H-t//(a)(*rfo;-h 
-H<Zy) = \r + 8\p(a) \ +y(a) j«-My>(a){ , ha substitutie van 

^ = y(a)... (5), dat is r + 25y(a) -MV(«)* = 0 . . . (6) 

"Wil men nog de y>(<x) doen verdwijnen, zoo moet men de- 
zelfde bewerking nog eens herhalen om eindelijk te verkrijgen 

Cd' z <* J z dy^. - . . s d 5 z ~è* z dy^ 

+ Gtt? + Jy* 4s) = °' of wegeDS (5) ' 

zoodat men nu uit (6) en (7) y (a) kan elimineren ; dit geeft 

— 6 8t - — - — (4** — r *) — } , die nu in (6) te substitueren 
ïxïy* v ' oy*) v ' 

is, om den gezochten vorm, zonder de \p (a), te erlangen. 

294. Kanaaloppervlakken zijn de omhullende oppervlakken van 
bollen met standvastigen straal, wier middelpunt eene ge- 
geven kromme lijn beschrijft. Zij de vergelijking van zulk 
een bol {*- <p («) } ' + fy- y («) } * + {*- z («) } • =22'. .. (1) , 
dan moet men met behulp van haar differentiaal fa?— <*>(«)} 

^(«) + fy — + {*— xW) x'( a ) = °«'* ( 2 ) de « 

elimineren om tot de vergelijking van het kanaaloppervlak te 
geraken. Differentieer nu (1) naar x en y t dan vallen de 

termen met ^ en j~ we g e ns (2) weg, en men heeft ar— cp (a) + 

+p{*— x(«))=°» y-V(«) + ï{*-|W}=0-P). Sub- 
stitueert men deze in ( 1 ) , zoo komt er z — v (a) = — . . (4) 

+q ) 

Verder geeft (3) p \ z — * («) | + * =qp(a) , q \ z— *(«) I +y = V («). 
Nu is noodzakelijk 9 (a) eene functie van stel qp(a) = 

/[VW]; dan i8/>|*-xWI+*=/bl^-zWl+rf. of na 
substitutie van z - x («) uit (4), _-f^-_ + « — 
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~"'{|/ (1 -lp* + q *) +y } * * ' f 6 )' Deze ze ê t: wanneer men 
op de normalen van dit oppervlak stukken afzet, die alle ge- 
lijk aan R zijn, dan zullen de eindpunten alle op eene 
kromme (en niet op een oppervlak) liggen. Differentieer 
nu weder deze (5) naar x en y, zoo is 

{*(l+ï , )-^<|i2==[{^H-p > )- i > 9 r a } J R+ v /(l + ^ 4 .^)> ] 

dus , na deeling ter eliminatie van ƒ ƒ ii? i_ „I daar 

l-f-p' -h£* niet nul is, 

(r«-#«)22» + ((l+l^l + CL + ^r-Spff) «1/(1+^+^)+ 

+ (l-f^+?»)'=0 (6) 

de gezochte zuivere differentiaal-vergelijking der kanaalopper- 
vlakken. 
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